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Capitolo Sesto
Soluzione agli esercizi proposti

Esercizi relativi al capitolo 1

1 t=(543-10"+0.12-10") s =(543+12) ps;
L=(2.37+0.60)m=(237+60)cm; R=(1568+8)Q .

2. T,e(2321+2791)K; T,e(20.63+27.33)K; T, €(26.51+30.03) K

Le tre misure sono compatibili una con I’altra e anche mutuamente
compatibili come si evince dal grafico seguente:

Individual Value Plot of T1; T2; T3

304

204

Ti T2 T3

t=(543ps+0,02) = (543 ps+2.21%)

L =(237cm+0.25) =(237 cm £ 25.32%) ;
R=(1568 2+0.06)= R =(1568 2+0.51%) ;

T, =(25.56K £9.19%) ;T, =(23.98K +13.97%) ;
T, =(28.27K £6.23%)

4. Si chiede di determinare quale tra tre multimetri & il piu accurato, note le
caratteristiche, il valore di una lettura e le condizioni ambientali.
L’accuratezza del primo strumento ¢ legata al valore letto e al count, che
puo essere subito individuato guardando il display dello strumento.
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a, = +£[0,05% V, + 1(0,1)] = 0,15V

L’accuratezza del secondo strumento ¢ anch’essa legata al valore letto e al
fondo scala noto.

= +[0,05% V; + 0,05%V}s] = 0,14995V
L’accuratezza del terzo strumento, oltre che alla lettura ¢ legata ad un offset.
= 4[0,05% V; + 80mV] = 0,13V
In questa prima fase la temperatura alla quale viene eseguita la misura
rientra nel range per il quale sono indicate le suddette accuratezze.

Ipotizzando una distribuzione normale standardizzata dei valori si possono
ricavare le incertezze.

U, =2 =0,087V

\/__
— %2 o
u, = {_0087V

Il terzo strumento risulta essere il migliore.

In una seconda fase si chiede cosa potrebbe accadere in caso tali misure
fossero fatte ad un temperatura piu altra, fuori dal range indicato per le
accuratezza date. Sicuramente i risultati cambierebbero ma per sapere in che
modo occorrerebbe conoscere che tipo di incertezza porta ogni strumento
per ogni grado centigrado al di fuori dell’intervallo suddetto. Tale incertezza
verra espressa con differenti valori che costituiranno un nuova espressione
analitica dell’accuratezza.

Per stabilire le relazioni esistenti tra le incertezza relative occorre riferirsi al
grafico seguente, dove

a =+ (k% +7)

ad ulteriore conferma del fatto che € sempre opportuno che il misurando sia
quanto piu possibile vicino al valore di fondo scala.
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ki %
 ki%/VL
VL
99,913 100,087
99,913 100,087
99,925 100,075
99,913 100,075

Esercizi relativi al capitolo 2

1. Per dimostrare la (2.12) possiamo usare la (2.11) e avremo:
E{aM +b} = [ (aM +b)t,, (m) dm =
:aT M f, (m)dm+bT fu(m)dm=aE{M}+b
Per dimostrare la (2.20) possiamo usare la (2.12) e avremo:
var {aM +b} = E{(aM +b-[E(aM +b)])2}= E{az[M ~E(M )]2}=

~a’E{[M -E(M)]'| —avar {M}
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Per dimostrare la (2.22), applichiamo la (2.16) ad una generica variabile
aleatoria X :

Var{X}=E{[X —E{X}]*} =E{X*-2XE{X}+E*{X}} =
=E{X?}-E*{X}
Nel caso di 2 variabili aleatorie indipendenti risulta:

Var {M;M,} =E {M M} -E*{M;M,} =E{M/}E{M]| -E*{M,}E*{M,} =
=[E*{M,}+Var{M_ }I[E*{M,}+Var{M,}]1-E*{M,}E*{M,} =
:E2{Ml}EZ{M2}+E2{M1}Var{M2}+EZ{Mz}Var M1}+
+Var {M,}Var{M,}-E*{M,}E*{M,} =

=E?*{M,}Var{M,}+E?*{M,}Var{M,}+Var{M,}Vvar {M, }

2. Per dimostrare che tra tutti gli scarti al quadrato, quello rispetto al valor
medio € il piu piccolo, avremo che:

- wona)-
=E{(M-p)’|+E{(n-a)|+2E{(M )} E{(n-a)} -
:Var{M}+(u—a)2 ZVar{M}

3. Per dimostrare le espressioni (2.28) avremo che:

EM)=fm—L - 1(’%}

m_. —m. m_.—m._.

mmax

1
_E(mmax +mmin)

Mmax

Var (M) <M} £° M} <[ L_am-3(m,. +m,,) -
m m 4

max min
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1, ., s 2 1 2 2
= _(mmax + M My + r‘nmin) _Z(mmax + My, ) (mmax - ITlmin)

3 12

4. Per dimostrare che e o sono in effetti il valore atteso e la deviazione
standard della distribuzione gaussiana, avremo che:

1 7 mu?/ag?
E{M}= me (" °/2 g4 =
{ } 2710:[0
1 7 (m-y)’ /20" BT (m-w)’ 2% g _
= m-p)e dm m-p)e dm=
\/ZTCGJ;( ”) " \/27[0:[0( “)

:“J fy (m)dm:p

poiché il primo integrale e nullo dato che la funzione integranda & una
funzione dispari. Per dimostrare la seconda domanda potremo scrivere:

j e (M /25" 4 = 521

—00

Derivando entrambi i membri rispetto a o, si ottiene:

3
(&)

© _ 2 ; )
J‘(m “) e—(m—u) /25 dm:\/ﬂ

Moltiplicando entrambi i membri per 02/\/271 si avra infine:

j (m—u)2 e (M2 g =Var{M}=c"

—00

2nc

5. Lavariabile T ha la seguente densita di probabilita:

1 .
—35 er 0<t<100
f. (t)=1100 per et
0 altrimenti

60-20
100

P{20<M <60} =F, (60)—F; (20)= 0.4
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(100)*

100
= S
12

E{T}_T:SOS, Var{T}=

6. Avremo:

P {1l resistore non rispetta la specifica} = P{R <0.9kQ} +P{R >1.1kQ} =

F (0.9kQ)+[1-F, (L1kQ) |=Z (0'9_1'1}{1—2 (Eﬂ =

0.05 0.05

= (dalla tabella in appendice) = 2[1-Z(2)]~0.045

7. Per wvalutare I’intervallo di confidenza del valore medio della
popolazione della tensione p, ai capi del dispositivo con grado di

fiducia del 99% calcoliamo dapprima la media e la varianza
campionaria:

e=635mV, S$2=18.94mV?

Il campione ha ampiezza n = 10 per cui avremo v = 9 gradi di liberta.
Per la variabile di Student t a 9 gradi di liberta e livello di fiducia 0.99,
dalle tavole in appendice si determina t, =t,,,; =3.25, e dunque:

o

2

e—t,S,<pu<e+t;S

1/18.94 1/18.94

<u. £63.5+3.25
\/E M \/E
99.02mV <p, <67.98 mV

e

63.5-3.25

8. Per valutare I’intervallo di confidenza della varianza della popolazione
o’ della durata di vita delle batterie con grado di fiducia del 99%

calcoliamo dapprima la media e la varianza campionaria:
t=142,3h, S?=32.23h’

Il campione ha ampiezza n = 10 per cui avremo v = 9 gradi di liberta.
Per la variabile del chi-quadro a 9 gradi di liberta e livello di fiducia
0.99, dalle tavole in appendice si determina:
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X & =Thoss =1735, % = Lo = 23.589
2

(n-1)S? cole (n-1)S?
2 t 2
Yo Y
2
-32.2 -32.2
53 3stg9 3 3; 12.29 h* <c? <167.21h?
23.589 1.735

Per la deviazione standard avremo invece:

350h<c,<12.94h

9. Se =100 e o =10siricava facilmente con MINITAB che:

P{M >70} =1-P{M <70} =1-0.0013499 = 0,9986501 ~ 99,87% ;
P{M <75} =0,0062097 ~ 0.62%

P{70<M <80} = P{M <80}~ P{M <70} =0,0227501—0.0013499 =
—0,0214002 ~ 2.14%

P{M >100} =1-P{M <100} =1-0.5=0,5=50%;

P{M <70}+P{M >100} = 0.0013499 +0.5 = 0.5013499 ~ 50.13%;
P{M <M,}=0.15 = M, =89.6357;

P{M,<M <M,}=0.90 = M, =835515; M, =116.4485.

10. Dopo aver calcolato valor medio e varianza che, per suddetta variabile,

2
<Z
;

1 , 1
valgono “25 eoc :5 , avremo:

plIm-1>2|_1-p[jm-1
373 3
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1 1 il
=1—P[——£ M sljzl—je "dm =1—[—e " }:
3 0 0
=1-[1—e-1] =e1~0.37
Con la disuguaglianza di Tchebycheff si trova invece:

=
3

> EJ <0.25
3

Esercizi relativi al capitolo 3

1. Per trovare la covarianza e il coefficiente di correlazione tra due misure
legate tra loro da una relazione lineare M =aN +b potremo scrivere:

E{NM}=E{N(aN+b)}=aE{N*}+bE{N}
E{M}=E{(aN+b)} =aE{N}+b
Cuw =E{NM}—E{N}E{M}=aE{N?*}+bE{N}-E{N}[aE{N}+b]=
—alE{N*}-[E{N}T|=avar{N]

Per la (2.20) si ottiene per il coefficiente di correlazione:

la] ~ ]-1 a<0

\/Var War {M \/Var Nla¥var{N} |[a| -

2. a) Potremo scrivere le PDF di M e M, come segue:

Cum aVar {N} _a_{l a>0

1 efmf/z e f = 1 —m2/2

fo—_= -

Per quanto si e sostenuto nel paragrafo 3.3.1:



Soluzione agli esercizi proposti 147

_ml /2 1 e_(m_mlz)/zdml —

m)=szl(ml)fM2(m ) dm, _[cf N

_iwj —(m2—2mml+2mf)/2 1 _m? 1 «/—m1 m/J—)/ _
= jm e dm vl J_ j dm, =
_ L I W2 gy o/ _ o /2]

NTRN ) «/ﬁ \/ﬂx/_ \/ﬂﬁ

che e la PDF di una distribuzione normale a media O e varianza 2.

b) In questo caso potremo scrivere, trattandosi di v.a. indipendenti:

fM M, (ml’mz) = fM1 (ml) sz (mZ) =

1 0<m<10<m,<1
0 altrove

Il campo di variazione di M & (0,2) e avremo:

fy (m)=P{M,+M, <m} ” w, (MM, )dm,dm, = ” dm,dm,

m;+my,<m m;+m,<m

mz mz

A A
M1+ M2=M

7N .

ma

v

M1+ M2=M

Dall’area mostrata in figura sopra a sinistra, Se 0 <z < 1:

Fu(m)= ] dmldm2=z—22 o fM(m):ng_rg“):z

m,+m,<m
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Se invece 1 <z < 2, sempre dall’area in figura sopra a destra:

Fu (M) = m1+LJ;Smdn1ldm2 :1—@ e f,(m) =d|:3—r$1m) =2-1
Dunque si ottiene:
z 0O<z<l
fu(m)=42-z 1<z<2
0 altrove
1 [
m
0 1 2 ”

Risultato che poteva essere ottenuto anche dal prodotto di convoluzione
delle due densita marginali f,(m,) e f,(m,) di M; e M.

3. Realizziamo con GUM Workbench la propagazione delle PDF tramite
MCM, nel caso in esame si sono sommate due PDF rettangolari: una a
valor medio 5 e semi ampiezza 1, D’altra a valor medio 2 e
semiampiezza 0.5. Si ottiene la finestra riportata a pagina seguente.
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EGUMkabench Pro =@ =X
File Edit View Picture Diagram Option Tools Help
0 J = = Model | Observation | Corelation | Budget ‘ Result | Diagram ?
v
Uncertainty Budget;
Ouantity Value Standard Distibution Sensitivity Uncertainty Index
Uncertairty Coeficient Contibution
1 5000 0577 rectangular 10 058 800%
x2 2000 0.269 rectangular 10 029 200%
Pl Monte Carlo Simulation i
v |
055
044
033
022
on
0
54 62 7 78 a5
Nurnber of Monte Carlo Runs: 200000
« Tensier | X Cancel
v 7.000 0.645 |
Walue, Expanded Uncertainty: Coverage Facior Coverage.
\m x[12 ~] \\as 5% (rapezoid [03) v
chenged

Confermando 1’operazione si ottiene il grafico a schermo intero con la
finestra di riepilogo dei risultati, come possiamo osservare:

E GUM Workbench Pro [

File Edit View Pictre Diagram Option Tools Help

EJEJ g Model | Observation | Correlation Budge‘ﬂ Result | Diagram: ﬂ
Gisgram 1 |

wioth [fS0mm =] Height[S0mm | Alignment [Center ~| © Fxed AspectRatio EditDiagram

7.8

< [

Caption: [Result of the Monte Carlo Simulation for Y

Simulator: OMCE v:1.2.3

Mean Value: 7

Standard Uncertainty: 0.65

Coverage Interval (p=0.9545): [5.80, 8.20] (Probabilistically Symmetric)

Expanded Uncertainty Interval (p=0.9545): (+1.2. -1.2) (Probabilistically Symmetric)
MNumber of Monte Carlo Trials: 200000

Block size: 10000 runs

e e o - o - —

changed
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Il valore atteso di Y utilizzando la (2.11) e:
E{M } = E{Cl Ml}+ E{Cz Mz} :ClE{M1}+C2E{M2} =Cm, +C,m,

Ricordando la definizione (2.14) e le proprieta dell’operatore E
possiamo calcolare la varianza:

Var{M}=E{M?} ~E?{M} = E{[clMl+c2M2]2}—[clml+c2m2]2 -
= E{M/}+¢,’E{M, | —¢'m’ —c,'m)? =cVar {M, } +c,*Var {M,}

da cui segue la deviazione standard rispetto al valore atteso m:

2

o, = ar{M} _ \/012 (mmaxl ;meinl) +C22 ( max2 5 m|n2)

la combinazione lineare delle due PDF rettangolari simmetriche, come
visto con GUM Workbench, porta ad ottenere una PDF g,,(m)
simmetrica e di tipo trapezoidale la cui semi-ampiezza é (2.3.3):

(mmaxl - mminl) (mmaxz - mminz)

+C
2 2 2

4. Utilizzando I’espressione (3.20) si ottiene:

o3 JordS S A o, m )

i=1l j= |+l J

2

2

:Z(%J ci2+2d?\];| d(lj\:l Cov(M,,M,)=c’c,’ +c,’c,’
i=1 i 1 2

Come si puo0 notare il risultato & identico a quello trovato analiticamente
nell’esercizio 3, questo accade perché abbiamo utilizzato un modello
lineare, in casi piu complessi utilizzare la legge di propagazione delle
incertezze con Taylor al primo ordine pud portare ad approssimazioni,
anche piuttosto rilevanti.
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5. Si chiede di valutare la misura di una resistenza eseguita con un
multimetro numerico. Sono note una serie di misure eseguite ed alcune
caratteristiche dello strumento, quali fondo scala e accuratezza. Inoltre si
conosce ’entita di un’altra fonte d’incertezza relativa alla temperatura di
lavoro (u;). Si procede ricavando stima e incertezza di categoria A
tramite metodo probabilistico. L’incertezza di categoria B invece si
ricava dalle informazioni sull’accuratezza, ipotizzando 1 valori distribuiti
secondo distribuzione uniforme. L’incertezza composta trovata puo
essere riportata in valore relativo e messa in quadratura con quella legata
alla temperatura di esercizio.

= 1
R ==, R = 10,67mQ

Up, = \/n(n SYILL (R — R)2 = 0,67m0

U, = Tg = 0,066mQ

Up = ’uRAZ + ug,? = 0,69ma
up = /u,’f +ul? = 0,063

R = 10,67mQ + 6,3%
R = (10,67 + 0,67)mQ

6. Si chiede di determinare I’intervallo finale di misura con un
determinato livello di fiducia, di una serie di misurazioni ripetute di
resistenza, considerando trascurabili le incertezze legate allo strumento.
Dalle varie rilevazioni si ricava la stima e 1’incertezza tipo assoluta di
categoria A tramite metodo probabilistico. Note entrambe si puo
passare facilmente all’incertezza relativa e noto I’intervallo di fiducia a
quella estesa, ricavando il fattore di copertura k.

:|»—x

n
Z R; = 100,040
1

i

j Z(R —R)? = 0,0340
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Il fattore di copertura k si ricava dalla tabella della distribuzione
normale standardizzata, sulla quale occorre leggere il valore di z che si
puo ricavare dalla tavola 7.1.

¢x - (1 - d)x) = 0,92
¢, = 0,96

Il valore piu vicino a 0,96 € 0,9599 per il quale sihaz=1,75 =k
Ur = 0,059Q

Si chiede di stabilire la misura di una corrente misurata tramite
multimetro numerico. Si conoscono alcune letture ripetute e
I’accuratezza dello strumento. Si procede determinando stima e
incertezza di categoria A sulle letture tramite metodo probabilistico. Si
deduce il count, necessario per 1’accuratezza, dal numero di cifre con il
quale sono indicate le letture sul display dello strumento. Ipotizzando
una distribuzione uniforme dei valori si individua I’incertezza di
categoria B. La loro composizione in quadratura ¢ I’incertezza assoluta

della stima cercata.
n

T==) I,=3004
n
i=1
n
_ |1 Z(I 12 =0,01A
Ui, = n(n-1) rs
1=1
a
U= ==0,063A

uy= fu1A2+uIBZEO,038A

1=(3,00040,038)A

Date due tensioni dipendenti tra loro, con coefficiente di correlazione
noto, si richiede di stimare il risultato della loro somma e del quadrato
della loro somma. Dalla relazione che lega il coefficiente di
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correlazione alle incertezze delle grandezze correlate, si ricava la
covarianza necessaria per calcolare 1’incertezza sulla stima della somma
delle tensioni. Si ricordi che, per quest’ultima, ¢ necessario ipotizzare
correlate le grandezze in gioco, note Ug1 e Ugz, Note Ue1<<Ei e Ug<<Ey,
e che le derivate parziali della somma rispetto alle singole tensioni siano
finite e calcolabili.

=-1

P12 =
Ug, U,

Es = E\+E, = 1,8mV

0E\* (OE\* OE\  OE _
Ugs = (a_El) +<(’)_Ez) +2(0_El> (O_EZ> C12 = 0,001mV

Es = (1,800 + 0,001)mV

Per quello che riguarda 1’incertezza del quadrato di E si puo procedere
allo stesso modo.

E_P - El E2 = 0,8 (mV)Z

OEp\° JEp\* JEp\ (OEp
=J (Ge,) vert+ (5g;) vt +2(Ge) (5, &

= 0,0028(mV)?
Ep = (800 + 0,02)(uV)?

9. Si chiede di valutare il risultato di una misura indiretta di un parallelo
tra una resistenza e un induttanza, note le loro incertezze, la loro
indipendenza e la frequenza di utilizzo. Viene reso noto anche il fattore
di copertura, che sta implicitamente ad indicare che le incertezze
dichiarate sono estese. Per prima cosa occorre riportare le incertezze
estese in assolute, utilizzando il fattore di copertura noto. Dal modello
del parallelo si ricava la stima e successivamente la sua 1’incertezza
tipo. Per utilizzare il metodo probabilistico occorre ipotizzare
indipendenti le grandezze L e R, note le loro incertezze u. € Ugr, uL<<L e
Ur<<R, finite e calcolabili le derivate parziali del parallelo Zp rispetto a
R e L. Attenzione nel calcolo del parallelo, occorre lavorare con i
numeri complessi.
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10.

11.
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1Z,| = VR? + (wL)? = 62,840
RZ, RJR? + (wL)? VLR
=L _ ( )_ = =~ 126,1407mA
R+ZL R+ JRZ+ (wL)? VR?*+ (wl)?

Zp\* Zp\*
Uz, = \/(B_R) ug? + (G_L) uz,? = 0,0013mQ

Zp = (126,1407 £ 0,0013)Q

Zp

Si chiede di determinare il risultato di una misura indiretta utilizzando
una relazione data. Sono date stime e incertezze relative di tutti i fattori
che compaiono nella relazione. Si procede ricavando le incertezze
assolute a partire da quelle relative e dai coefficienti di copertura.

L __
T=—=—CR =0,04us
UL, L
Ur="00
U,
u; = ? = 0,24“LIH
up = 0,10

Ucg = 1,6ns

Per il calcolo dell’incertezza si devono ipotizzare L, R e CR
indipendenti, uL, Ur € Ucr Note, u <<L, Ur<<R e ucr<<CR, le derivate
parziali di t rispetto a L, R e CR finite e calcolabili.

2 2

_ <6r)2 2+(ar) 2+( 6t> 2 ~ 289
o= o) " T GR) MR T \Gcry) Mer” = 4078

T=(40+ 2,89)ns

Si chiede di valutare stima e incertezza di una serie di misure di
tensione effettuate con un voltmetro digitale. Sono note I’accuratezza
dello strumento legata al valore letto e al fondo scale. Inoltre sono noti
alcuni valori di fondo scale selezionabili sullo strumento. Si chiede di
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valutare la misura di tensione suddetta con tutti i valori di fondo scale
disponibili. Si procede utilizzando il metodo probabilistico nella ricerca
della stima della tensione e della sua incertezza di categoria A. Per
I’incertezza di categoria B, necessaria a determinare quella composta si
utilizza di volta in volta un fondo scale diverso tra quelli disponibili. In
questa fase si ipotizza la distribuzione dei valori uniforme.

n
1
v=—z V; =1,54V
n i=1

Con valore di fondo scala Vfs=1V

a
=—=0,010046V
K]

Uy = uVA2+uVBZEO,016V

V = (1,540 £ 0,016)V

Uy

;

Con valore di fondo scala Vfs=10V

a
=—=0,020438V
V3

Uy = uVA2+uVBZEO,024V

V =(1,540 £ 0,024)V

Uy

;

Con valore di fondo scala Vfs=100V

d
=—=0,124361V
P43

Uy = uVA2+uVB250,125V

V = (1,54 +0,13)V

Uy

;

Con valore di fondo scala VVfs=1000V

a
=—=1,163592V
® V3

Uy = uVA2+uVB251,163V

V=(154+163)V

Uy

;
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12. Data la definizione di decibel si chiede si calcolare il rapporto di due
potenze, note le loro incertezze, da esprimere appunto in decibel.
Supposte indipendenti le grandezze in gioco, note le loro incertezze upy
e Up2, CON Up1<<P: e up,<<Py, supposte anche le derivate parziali del
loro rapporto rispetto a P1 e P2 finite e calcolabili, si puo procedere con
la valutazione nel seguente modo.

_ P
G = 10log <P:2> = —20dB
1

G 1 P,
- 10 ( —)

2! &loglo P
Py

06 _ 1 (1

p, P (P_)

0P, P—iloglO 1

2

0G\? G
Ug = \/<6_P1) uplz + (G_Pz) uP22 = 0,061dB

G=(-20,000+0,061)dB

13. Si chiede di valutare la misura di potenza, esprimendola anche in dBm,
dissipata su un resistere, noti i valori di corrente e tensione affetti da
incertezza. Essendo noto anche il valore del resistore si chiede di
valutare la potenza utilizzando tutte le relazioni possibili.

P = RI? =0,02mW

aPy?
up = (E) u;2 = 0,004mw

P = (0,020 + 0,004)mW
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14.

Si ricordi che per riportare stima e incertezza in dBm & necessario
trasformare in dBm il valore massimo e minimo assunto dalla misura e
da esso ricavare I’incertezza.

P
Pypm = 10log (ﬂ) =~ 13,01dBm
(mw)
Pyax = 0,020 + 0,004 = 0,024W
Py;n = 0,020 — 0,004 = 0,016W

P
PMAXdBm = 1Olog< ()

24
> = 10log (—) = 13,80dBm
(mw) 1

16

PMAXdBm - PMINdBm
Up gpmy = . = 0,88dB

P =13,80dBm + 0,88dB

Di seguito lo stesso calcolo utilizzando le altre relazioni.

P=VI=200uW

aPy? aP\?
Up = (—) u; 2+ (—) uy? = 28,28uW

ol 5)4

P = (200 + 028)uW
P = —6,99dBm + 0,62dB

VZ
P = R = 0,002mW

oP\?
Up = (W) uy® = 0,4ulW
P=2+04)uWw

P = —-26,99dBm + 0,88dB

Si chiede di ricavare la potenza dissipata da un resistere sottoposto ad
una certa tensione. Di questa tensione si conoscono alcune misure
eseguite con un voltmetro digitale mentre del resistore si conosce una
misura data da stima ed incertezza relativa estesa. Inoltre il voltmetro é
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15.

CAPITOLO VI

affetto da un errore sulla lettura che si pud tradurre come
un’accuratezza. Si procede trovando stima ed incertezze delle misure di
tensione dichiarate, utilizzando il metodo probabilistico. Quella appena
trovata ¢ un’incertezza di categoria A, ma nel testo si fa riferimento
anche all’accuratezza dello strumento che porta necessariamente alla
valutazione di un’incertezza aggiuntiva di categoria B. Dall’incertezza
estesa relativa del resistore si ricava quella assoluta. Dalla relazione che
lega potenza a tensione e resistenza si trova la stima della potenza. Per
trovare la sua incertezza € necessario ipotizzare note le uy e Ur, Uy<<V
e Ur<<R, le derivate parziali della potenza rispetto a tensione e
resistenza finite e calcolabili.

V; = 5,002V

<!
I
3|
Nagh

<
<
S
Il
%

n
1 Z _
—— > (V; = V)2 = 4,041mV
(n—-1) i=1

a
Uy, = ﬁ = 2,89mV
Uy = /uVAZ +uy,? = 4,967mV
= R=1Q
oP\*
(ﬁ) ug? = 0,056mw
V_
=— = 25,02mW

R ™

P
P = (25,020 + 0,056)mW

Data potenza e resistenza si chiede di ricavare la tensione applicata ad
un resistore. Sono note, oltre alle stime, incertezza sulla potenza
(assoluta) e tolleranza sulla resistenza (relativa). Per calcolare
I’incertezza sulla tensione occorre tenere presenti le ipotesi
d’indipendenza di potenza e resistenza, up

e Ur note, u<<P e u.<<R, derivate parziali della potenza rispetto a
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16.

tensione e resistenza finite e calcolabili.

7 =+/PR = 2,258V

2
uy = a—V up? + ov Up? = 66,66mV
v op) °* orR) R TV

V = (2,258 £0,067)V

Si chiede si calcolare stima e incertezza di una funzione data. Nella
funzione compare una corrente che andra anch’essa stimata (con
incertezza) attraverso metodo probabilistico, in quando presentata con
letture ripetute. Lo strumento utilizzato per tali letture e affetto da un
errore massimo costituito da una componente legata alla portata e una
componente legata alla lettura. Si procede individuando le due
componenti dell’accuratezza dello strumento, riportando un’unica
incertezza di categoria B, supponendo di utilizzare una distribuzione
uniforme. Trovata anche I’incertezza di categoria A, si hanno tutti gli
elementi necessari per trovare quando richiesto. E’ necessario ipotizzare
nota u; ui<<Il e la derivata parziale della funzione rispetto alla corrente
finita e calcolabile.

n
1 -
= |[——— I —1)?= 16mA
Uy, \/n(n— 1)Z(l )2 =0,016m
/u,AZ +u;,% = 0,023mA

X = \/_5159982;1A

w1

9X\* 5
Uy = (W) u© =0,72ul
X =(1599,82 £ 0,72)uA
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17. Nella prima parte si chiede di trovare stima, incertezza assoluta e

relativa di alcune funzioni note le grandezze che le costituiscono, fornite
anch’esse di stima ed incertezza. Solo per la prima funzione se ne
esplicano i passaggi, per le altre si presentano solo i risultati lasciando
invariate e sempre valide le stesse ipotesi e considerazioni. Le due
grandezze che costituiscono la funzione, X e Y, sono indipendenti, le
loro incertezze uy e u, note, u,<<X e u,<<Y, e le derivate parziali di U
rispetto a X e Y finite e calcolabili.
Nella seconda parte si aggiunge una terza grandezza Z, oltre a X e Y,
anch’essa presentata con stima ed incertezza. In questa condizione
devono essere aggiornate le ipotesi poiché si aggiunge un termine nel
calcolo dell’incertezza di U. Da adesso anche Z € indipendente rispetto
a X e, u, nota, u,<<Z e anche la derivata parziale di U rispetto a Z
finita e calcolabile.

2 2

— _ = au au
= >~ . =  — 2 R — 2 ~ . 4
a)U =X\Y =13,27; uy \/(6X> uy® + <6Y> uy® = 0,49; uy

= 0,037
b) U = (44,00 £ 2,46); U = 44,0 £ 5,6%
c)U = (137,004 13); U = 137 £ 9,49%

_ AU\> AUN> AU\>
AT =X+7V7 =34 uy = (-) uX2+< ) uyz+(_) 02

oX oY
= 1,19; u}, = 0,035
e) U = (16,00 + 2,5); U = 16 + 15,63%
F)U = (3,48 +0,24); U = 3,48 + 6,90%
g) U = (70,03 + 3,58); U = 70,03 + 5,12%

18. Data una legge fisica che regola la rifrazione di un raggio luminoso
nella transizione tra due mezzi di trasmissione, si chiede di valutare
stima e incertezza di un fattore che compare nella relazione, dati i valori
delle altre grandezze in gioco con la loro incertezza. Si procede
stimando il seno dei due angoli in gioco e dalla suddetta relazione si
individua subito la stima del fattore cercato. Successivamente si portano
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19.

in relative le incertezza assolute date. Mettendole in quadratura trovo
I’incertezza relativa del fattore incognito che, nota ormai la stima, posso
riportare in assoluta.
sinf; = nsin6,

sin 6,

n= = 1,176

s 6,

_ on\? 2 an \? 2 ~
u, = \/(6_61) Ug, ~ + (6—92) ug,* = 0,017
n= (1,176 + 0,017)

Si chiede di stimare e di valutare l’incertezza su tale stima di una
quantita di carbonio misurata con una strumentazione particolare. Sono
date alcune misure eseguite ad una certa temperatura e 1’incertezza che
lo strumento riporta nell’eseguirle, espressa come accuratezza. Inoltre
viene dichiarata un’altra incertezza dovuta a condizioni ambientali
diversificate. Si procede calcolando stima e incertezza (categoria A)
sulle misure eseguite, con metodo probabilistico. Si riporta
I’accuratezza indicata in incertezza ipotizzando 1’utilizzo di una
distribuzione uniforme (categoria B) e si somma in quadratura con la
precedente. Dopo occorre integrare anche quell’incertezza dovuta alla
differenza di temperatura. Per farlo puo essere sommata in quadratura in
quanto anch’essa di categoria B.

uPB =

n
1 _
Up, = ij(a — P)? = 4,8858ng
i=
a
V3

~ 0,5774ng
=3——=23,24

Ur 31000 3,2469ng

Up = \/uPAZ +up,? +ur? = 8,2308ng

P =1,0823ug + 0,77%
P = (1,0823 + 0,0082)ug
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20. Dall’equazione tipica del pendolo semplice si chiede di ricavare stima e

21.

incertezza del valore dell’accelerazione di gravita dati periodo di
oscillazione e lunghezza del pendolo. Solo il valore di lunghezza €
affetto da incertezza quindi e sufficiente ipotizzare tale incertezza u,
nota, U <<L e che la derivata parziale dell’accelerazione rispetto alla
lunghezza sia finita e calcolabile.

T=2 L

_ 4m2L

G =—=9,808—
T2 s?

m
G = (9,808 % 0,088)

m
G =9,81— +0,09%
S

Si chiede di stimare la misura di un campione di resistenza
rappresentato da un resistore sul quale sono state effettuate una serie di
misure con un multimetro digitale. Sono indicate il numero delle cifre
del display dello strumento e la sua accuratezza. Ci sono anche altre
fonti d’incertezza, espresse in percentuale, legate ad effetti
termoresistivi sul resistore e all’incertezza sul termometro che monitora
la temperatura del bagno di olio in cui € immerso. Tramite metodo
probabilistico si individua la stima del valore di resistenza e la sua
incertezza assoluta di categoria A. Anche le altre fonti d’incertezze
indicate possono essere inglobate in un’incertezza composta unica data
dalla quadratura di tutte quelle indicate.

R =

3| -

R; =1,00001050Q

n
i=1
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n

1 _
= —_— . — 2 ~
Uny = [ 1)2(1?1 R)? = 0,070

i=1

a
Uy, = 75 = 58,31u0
Ugy, = 0,003% R

Ug = \/uRAZ + ugy, % + Up,,? = 61,65u0
R =(1,0000105 £ 0,0000616)Q
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22. Si chiede di valutare una misura indiretta di accelerazione mediante due
modelli diversi. Sono dati spazio percorso, velocita istantanea rilevata e
tempo trascorso nel percorrete quel determinato spazio. Infine si chiede

di mostrare graficamente se le due misure ottenute sono compatibili.

Si procede trovando prima le stime tramite i due modelli e poi le loro
incertezza tramite derivate parziali. Per questo motivo si ipotizzano note
le incertezze delle grandezze in gioco uy e u, Uy<<V e w<<t, le derivate
parziali dell’accelerazione rispetto a velocita e tempo finite e calcolabili.

m
a; = (110 +021)
m
ay = 1,10 5 +19,05%
m
a; = (1479 1,14)

m
ay = 1479 5 +7,69%
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Per quello che riguarda la compatibilita si nota che il valore massimo
che puo raggiungere la prima misura non si avvicina assolutamente al
minimo della seconda, quindi non sono compatibili. Graficamente tale
situazione é estremamente evidenziata.

A1 max

m
=110+021=131-
S

m
= 14,79 — 1,14 = 13,65
S

A2pax =

23. Dopo aver definito e chiarito il significato delle incertezza di categoria
A e B e di quella di tipo esteso, si chiede di trovare incertezza assoluta e
relativa di una funzione data. Rimandando al testo di riferimento le
definizioni, di seguito il calcolo richiesto.

4

Y = X5

24. Si chiede di valutare stima e incertezza di un parallelo di due resistori.
Sono date le misure ripetute di resistenza su entrambi i resistori,
eseguite con multimetri diversi in occasioni diverse ma con stessa
accuratezza data. Tale accuratezza € costituita da una componete
relativa al valore letto e da una componente legata al count. Da come
sono indicate le misure (numero di cifre sul display) deduco il valore del
count, che é il piu piccolo valore che quei multimetri possono mostrare.
Si procede inizialmente cercando stima e incertezza di categoria A
tramite metodo probabilistico di entrambi i resistori. Successivamente si
passa a quella di categoria B, relativa all’accuratezza dello strumento,
da mettere in quadratura con quella precedente mente trovata.
Utilizzando la relazione che lega due resistori in parallelo si ricava la
stima cercata. Per la sua incertezza occorre indicare le ipotesi di
indipendenza delle due grandezze R1 e R2, Ur1 € Ur2 NOte, Uri<<R: e
Ur2<<Ry, derivate parziali del Rx rispetto a Ry e R> finite e calcolabili.
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25.

n

1

R == Ry =1582k0
i=1

n
1 —\2
U, = mZ(Rli ~Ry)" = 0,013k
i=

a
uRlB = uRlA = ﬁ = 0,018kQ

uR1 = JuRlAZ + uRlBZ = 0,0ZZkQ

R, = (1,582 + 0,022)kQ
R, = (7,990 + 0,045)KQ

R R
= — = = 1,321kQ
R, +R,
dRy\* dRy\*

Ry = (1,321 + 0,015)kQ
Ry = 1,321kQ + 1,14%

Si chiede di valutare stima e incertezza su una misura indiretta di
corrente date alcune misure di potenza dissipata su un resistore e
relativo valore di resistenza. Dalle misure di potenza si ricava stima e
incertezza assoluta di categoria A attraverso metodo probabilistico. Non
ci sono altre indicazione che identifichino anche un’incertezza di
categoria B. Sulle singole misure di resistenza invece ¢’¢ un’indicazione
riguardo ’accuratezza, legata ad una percentuale del valore letto e al
count. Da come ¢ indicata I’unica misura di tale resistenza si individua
il count per poi arrivare a determinare 1’incertezza, valutata ipotizzando
una distribuzione uniforme dei valori. Dalla relazione che lega potenza
a resistenza si trova la stima della corrente cercata. Per individuare la
sua incertezza occorre tenere presenti le ipotesi d’indipendenza di P e R,
Up € Ur Note, up<<P e Ur<<R, le derivate parziali della corrente rispetto
a potenza e resistenza finite e calcolabili.

P = P, = 1,016W

Sk

n
i=1
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1)2(19 B)? = 0,003W

= 2,3040

uR=

g
Il
] ﬁll Qg

I = = 26,073mA

1|

= 1Y o+ (2wt = 0042ma
“= \ap gR) YR = HURem
= (

6,073 + 0,042)mA

N

Dati due multimetri di accuratezza nota e alcune misure rilevate con
esse, si chiede di valutarne stima e incertezza, e stabilire quale
strumento e il migliore.

Attraverso metodo probabilistico si possono individuare stima e
incertezza di categoria A delle rilevazioni effettuate. Nota la risoluzione
degli strumenti e il valore di fondo scala si possono ricavare le due
accuratezza, dipendenti dal valore letto, dal count e dal Vfs. Ipotizzando
poi una distribuzione dei valori uniforme, dalle accuratezza si passa alle
incertezza di categoria B, che sommate in quadratura con quelle di
categoria A portano all’incertezza composta richiesta.

n
1
v, = EZ V;, = 100,033V

1 —\2
., = WZ(V“ —7,)" = 0,088V
i=

a; _

Uy, = = = 0,087V

Uy, = \/uvmz +uy, 2 = 0,12V
V; = (100,03 + 0,12)V
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Lo

27.

n

1

7, = ;Z V,, = 100,033V
i=1

n
1 _\2
uy,, = WZ(VZi — %)’ =012v
i=1
a,; -
Uy = = = 0,064V
Uy, = JquAZ +uy,,? = 0,137V
V, = (100,033 + 0,14)V

strumento migliore e quello affetto da incertezza minore, quindi il
secondo.

Si richiede di valutare la misura indiretta di un parallelo e di una serie di
due resistori dati. Sostituendo poi il primo resistore con uno
qualitativamente migliore (con incertezza minore) si richiede di
effettuare nuovamente la valutazione della misura di serie e parallelo e
commentarne i risultati. Si procede utilizzando la relazione che lega due
resistenze alla loro serie e al loro parallelo, per il calcolo di tale
incertezza si ipotizzano note le incertezze ur1 e Ur2 Sui singoli resistori,
Ur1<<R1, ur2<<R?2 e le derivate parziali della resistenza del parallelo Rp
e serie Rs rispetto a Ry e Rz finite e calcolabili.

R¢ = R, + R, = 1200

dRg\* ORs\*
uRS = \](a—}?l) uRlz + ((')_RZ) uR22 = 10,0SQ

Rs = (120,00 + 10,05)0

Rp = (16,67 + 0,75)Q
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Utilizzando invece un resistore R1 piu costoso i risultati cambiano come
segue.

Rs = (120,00 + 1,41)Q
Rp = (16,67 + 0,69)Q

Si deduce che introducendo anche solo un resistore qualitativamente
superiore, in questo caso con incertezza dieci volte inferiore, la misura
migliore e risulta piu precisa. In particolare il costo affrontato per
I’acquisto del nuovo resistore ¢ particolarmente conveniente nel caso
della serie.

Si chiede di misurare indirettamente una velocita dati distanza percorsa
dal corpo in esame e alcune rilevazioni di tempo impiegato a percorrere
tale distanza. La distanza é affetta da incertezza mentre delle letture di
tempo non si hanno altre informazioni. Tramite metodo probabilistico si
calcola stima e incertezza di categoria sulle misure di tempo. Tramite il
modello che lega la velocita a tempo e distanza se ne ricava la stima.
Per la sua incertezza e necessario ipotizzare indipendenti le grandezze in
gioco, tempo e spazio; le incertezze su distanza ud e tempo ut note;
ud<<d e ut<<t; le derivate parziali della velocita rispetto al tempo e allo
spazio finite e calcolabili.

n

1
= —Z ti = 1,185
n

t
i=1
= — 2"’ 1
U; n(n—l)z(t t) 0,015s
_d m
V=:EO,85_
t S

V2 V2 m
uV (at) utz + (%) udz = 0,0105?
0,8

500+ 0 0105)—
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29. Si chiede di valutare stima ed incertezza di una misura serie di misure
dirette di diametro. La misura e affetta da un contributo di incertezza
dovuto allo strumento ed ad un contributo dovuto alla temperatura. Si
procede trovando la stima della misura e la sua incertezza di categoria
A. 1l contributo di categoria B dovuto allo strumento é gia noto e
dichiarato. Per trovare I’incertezza composta occorre mettere in
quadratura non solo i contributi di categoria A e B ma anche quello
relativo alla temperatura.

SIP—*

n
Z d; =10,0014mm
=1

i

j 1)Z(d )’ = 0,00022mm

Ug,* +ugy? +ur? = 0,0041mm

d = (10,0014 + 0,0041)mm

Esercizi relativi al capitolo 4

1. Considerata la seguente configurazione circuitale si rende necessario
calcolare la differenza di potenziale AV che si instaura ai capi di R a
seguito della corrente che scorre nel ramo inferiore del circuito. | due
generatori di corrente |, e |, erogano la stessa corrente di polarizzazione
dei due transistor.
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Analizzando il circuito si puo notare che V. € O per entrambi i

transistor T1 e T2 e S ha un valore molto elevato, per cui I’espressione

del modello di Ebers-Moll [14] relativa alla corrente di emettitore
diventa:

VBEl VBCl VBEl VBEl I vBEl
V- V; V;
—e ™ |+3 e —1l=Ig,le" 1|+ >|e" 1|~

Br Be

Insintesi I, = 1.

Calcoli analoghi possono essere svolti per il secondo transistor,
ottenendo:

VBEZ
~ VT —
le, = s, | € 1

Insintesi I, = 1.,

Impostando I’equazione alla maglia si ottiene AV :
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AV =Vye, —Vee, =V, |n['£ +1} ~V, In{£+1}

S2 S1

Se utilizziamo un transistor T1 la cui sezione di giunzione base-
emettitore e N volte quella di T2 ne consegue che Iy, = Nly,:

-E2 41
AV _V V _V | ISZ _V | IE2+|52 ISl ~
Be = Vgez ~ Ve = Vr IN I =V iIn | I+l ~
—El 1 s2 E1 " st

S1

~V, In[NlEszvT inN ="
les q

Espressione che evidenzia la relazione che intercorre tra temperatura
assoluta espressa in gradi Kelvin e la variazione di tensione ai capi di R.

2. La fase di acquisizione di pochi secondi ¢ usata per ridurre ’entita di
tutte le potenziali cause di dispersione dei risultati, in particolare quella
legata alla deriva termica dei dispositivi. Calcoliamo il valore atteso e
I’incertezza tipo per la tensione:

E(V)=2 , VR 2525001v 3.929130V
( )_Wg ' 2525001 Zl P
N 2 2525001 2
S IVi-E(V)] > [V, —3.929130]
o(V,)=1= = 4|2 =540pV
N -1 2525001-1

SVa) _ 0340 mY,

u(Vy)= N
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ISTOGRAMMA

4000

3000

2000

Densita

1000

0 . . o Luny. : .
3,92140 3,92325 3,92510 3,92695 3,92880 3,93065 3,93250 3,93435
Tensione acquisita (V)

Rappresentazione discreta della PDF dei dati acquisiti.

L’incertezza di categoria B, alla luce della portata utilizzata, di (4.29),
(4.30), (4.28) e delle tabelle NI riportate in appendice, pud essere
ricavata con i seguenti passaggi:

k., =70 ppm +132Lé"-(1oc)+12L(;“-(1°c) —84ppm
&2=20pmn+60pmn+21€%?~ﬁﬁc)=1Olpmn

140-10°°

4100

Accuracy = 1(3.929130-84 ppm+5-101 ppm+ -3) =1877uV

Accuracy = £877uV

Supponendo la distribuzione di probabilita di tipo uniforme, il valore
assoluto dell’incertezza ¢:

accurac
u(v,) -2

73

L’incertezza globale sulla tensione acquisita risulta pertanto:

=506 pV

u(V) = Ju? (V, ) +u? (Vi) = u (Vg ) =508V
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Per il calcolo dell’incertezza tipo Si utilizzano i dati riportati nel testo
dell’esercizio, ripresi dal manuale del costruttore®:

Accuracy = +(0.010 % reading +0.001 % range)
Accuracy = +(11.9006+10) = £0.022 k2

Assumendo anche in questo caso una distribuzione uniforme dei valori,
u(R) si ricava nel seguente modo:

u(R) =AY _ 4 013k0)

NE

Adesso possiamo calcolare la potenza dissipata:

p="_ =227 _199.725uW

V' 3.929130°
R~ 119006

Dalla (3.22) si ottiene 1’incertezza composta nel caso di grandezze di

ingresso indipendenti:
Py
W(V)+| —
) Z)

e 32w (2]

- \/ K2 (506-10°°)" + K2 (0.013-10°)" =0.036uW

.UZ(R):

E(V)R

in cui K, e K, identificano il valore assunto dai coefficienti di

sensibilita del modello nei valori attesi delle grandezze V e R.

Volendo determinare I’intervallo di incertezza per un dato livello di
confidenza, si rende necessario calcolare i gradi di liberta effettivi della
PDF di uscita, avvalendosi nuovamente della (3.39) :

L1l costruttore specifica inoltre che i valori della formula si riferiscono all’'uso della quinta portata
(IMQ) ed a misure effettuate entro un anno dopo 1’ultima calibrazione, con temperatura del
dispositivo tra 18°C e 28°C.
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Quindi ipotizzando la PDF di uscita gaussiana, si puo calcolare
I’incertezza estesa per un livello di confidenza del 95 % usando i
quantili della distribuzione normale:

P=P+U(P)=P=1.96u(P)=(129.725+0.071)uW

Adesso stimiamo la dissipazione di potenza sul resistore mediante
simulazione MCM con GUM Workbench. Nell’area budget inseriamo
le incertezze di tipo B per entrambe le variabili in ingresso al modello,
che nel nostro caso sono le uniche influenti:

8800000 v y : N ;
[ / ] N i

[ 4 ] AY [
Vo / g N :
b g ; k i
b J / ® s

[ 4 H A .
v ! ; \ s
v / : 5 3
— 1 H r ; N\ :

& 4400000 . / i ~ Do
[ z ; Y :
[ /! i A :
P s i N
[ ] N

P s : N

T4 ! k!
g i :

- '.k ; ; ! T -
- ) ! : ) e
- | i | -
- 1 1 1 -
[~ I 1 I -
0,00012963 0,00012967 0,00012971 0,00012975 0,00012979
P

Le linee rosse (piu esterne) delimitano I’intervallo di confidenza del
95 % per PDF gaussiana, le blu (piu interne) localizzano ’intervallo del
95 % determinato tramite analisi non parametrica della PDF di uscita (di
tipo trapezoidale). Riportiamo i valori che ci fornisce GUM Workbench:
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Mean Value: 129.725 ©W

Standard Uncertainty: 0.036 uW

Coverage Interval (p=0.9545): [129.659, 129.791] uWw
Expanded Uncertainty Interval (p=0.9545): (+0.066, -0.066) uW
Number of Monte Carlo Trials: 2 000 000

3. Avremoche: d =v-t, t=200mse dunque d =v-t=110m;
Per valutare I’incertezza valutiamo dapprima quella relativa a t, di
categoria A, che vale, in forma assoluta e relativa:

5 -
= Elz(ti_t)z —184.10%s, u =25%_0 0002
544 200

Le incertezze relative per la velocita e per I’invecchiamento del sensore
valgono rispettivamente:

U, = —~ —0.0018, u; =0.01
550

v

Avremo dunque, ipotizzando le misure dirette indipendenti tra loro e per
guanto sostenuto nel paragrafo 3.3.2 che:

= (0] () + () <1207y w1
E dunque:
d ~(110+1) m ~ (110 m+1%)
4. In entrambi i casi avremo che le incertezze assolute valgono:

u, =(0.01)-9900=99Q; u,=(0.01)-100=10Q

Ipotizzando le misure di Ry e Ry indipendenti tra loro avremo per la
(3.19):

K,=(0.01+14-10°); K, =(0.99+14.10°)
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5.

6.

Si chiede di determinare 1’espressione al secondo ordine di una
termoresistenza RTD (Pt100) noti alcuni valori di resistenza per
determinate temperature. Si procede ricordando il modello del sensore e
risolvendo un sistema a due incognite e due equazioni. Le due
equazioni sono il modello del sensore al quale e stato sostituito di volta
in volta resistenza e temperature note; le due incognite sono i
coefficienti a; e a,. Per poter risolvere il sistema si ipotizza la
temperatura di riferimento a 0°C, come indicato nel testo, per la quale si
ha R, = 100Q.

R = Ry[1+ ay(T — Tp) + ap(T — T)?]

{ 220,3 = 100[1 + a; (50 — 0) + &, (50 — 0)?]
237,8 = 100[1 + a; (100 — 0) + a,(100 — 0)2]

{ a, = 0,03434°C1
a, = —0,0002056°C 1

La risoluzione dell’esercizio puod essere svolta utilizzando il metodo di
calcolo gia adottato nell’esempio visto nel paragrafo relativo ai tipi di
condizionamento dei segnali provenienti dai trasduttori e facendo alcune
considerazioni di carattere applicativo che possono rendere piu
verosimile 1’analisi.

Nel caso della configurazione a ponte intero si pud supporre che i 4
estensimetri siano posizionati vicini tra loro e in direzione longitudinale
alla sollecitazione mentre la stazione di alimentazione e misura sara posta
a notevole distanza. In tal caso lo schema dei collegamenti sara:
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AYAYAY,
Rlineal
RG—-AR RG+AR
n ab
Vet <> Rlinea3 Rlinea4
) RG+AR RG—AR
Rlinea2
AVAYAY, ==

Possiamo osservare che e stata scelta una configurazione in cui 2
estensimetri funzionano in trazione e 2 in compressione, posti in modo
complementare. Calcoliamo la tensione Vpa pre e post sollecitazione
considerando Rlineal = Rlinea2 = Ry poiché i cavi di collegamento sono
dello stesso materiale e della medesima lunghezza ed inoltre nei rami in
cui figurano Rlinea3 e Ry R; , Rlinead4 non c¢’¢ passaggio di corrente
(resistenza elevata dello strumento di misura):

V. V.
f f
Vbarip = <2Rl fZRG (Rl + RG) - (Rl + RG)) =0

2R, + 2R,
Vref Vref
V, =|———WR;+ R —AR) ———— (R; + R AR
basol <2Rl+2RG( l+ G ) 2R1+2RG( l+ G+ )
_ AR v
R+R; ™
posto:

_ Vbasol - Vbarip
=

Vref
AR = € GF R,
si ha:
_ Vbasol - Vbarip AR

T

Vyer "~ R +Rg
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__%Ri+Re)
GF R,

che nel caso di resistenza dei collegamenti trascurabile (R, = 0) diventa la
(4.26):

7. Si misuri il valore efficace della tensione in uscita al giunto freddo di una
termocoppia ideale (b=0).
Dati i 5 valori rilevati riguardo la differenza di temperatura tra i giunti, la
relazione che li lega alla stima é la media aritmetica.

Sk

n
AT = ZATi = 101°C
i=1

L’incertezza assoluta su tale stima si calcola come radice della miglior
stima della varianza. E’ un incertezza di categoria A poiché dedotta, in
mancanza di altre informazioni, necessariamente attraverso valutazioni di
tipo statistico.

n
1 —
= |— AT; — AT)? = 1,14°C
i=

Il coefficiente di sensibilita @« & noto ed affetto da incertezza, e
corrisponde al coefficiente Seebeck tipico di questa coppia bimetallica.
Entrambi i fattori che compaiono del modello di questa termocoppia sono
affetti da incertezza quindi, per quello che riguarda la stima della
tensione ai capi dei giunti, vale la seguente equazione approssimata
(termocoppia ideale).

AV = a(AT) + B(AT)? + o[(AT)?] = a(AT) = 4545uV

Mentre per quello che riguarda 1’incertezza occorre fare le dovute ipotesi
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prima di passare al calcolo tramite derivate parziali. AT e a grandezze
indipendenti; u, e u,y note; derivate parziali di AV rispetto a AT e «,
sempre finite e calcolabili.

oAV oAV

2 2
Upy = (a_a) Ug? + (aA_T) upr? = 508uV

AV = (4545 + 508) uV

8. Si determini il valore e I’incertezza della serie e del parallelo di due
resistori uguali. Procedendo per ordine la stima della serie risulta essere
la somma delle resistenze. Riguardo all’incertezza si ha a disposizione il
solo valore di accuratezza sulla misura dei singoli resistori. Siamo in
presenza di un’incertezza di categoria B, in quanto ¢ il testo stesso che
indica I’accuratezza percentuale con la quale viene dichiarata tale misura.
In mancanza di altre informazioni si deve comunque indicare in che
misura quel valore di resistenza si avvicina alla realta e per fare questo lo
ipotizzo distribuito in maniera uniforme nell’intervallo indicato
dall’accuratezza.

Ry = R, + R, = 2MQ

a
= —=5773,51Q
=3

Ipotizzando Ri e R> indipendenti, con Ur: € Ur2 Note, con Uri<<R: e
Ur2<< Rz , con le derivate parziali di Rs rispetto a R1 e Rz finite e
calcolabili, si trova I’incertezza sulla serie dei resistori. In questo caso le
derivate parziali hanno valore unitario e il calcolo si semplifica.

Up, = UpR

1

2

dRs\* dRs
URs = (6_1?1) Ug,® + (6_}?2) Up,” = ./uRlz +ug,? = 8164,970

Rg = (2000 + 8)kQ

Per il parallelo si procede allo stesso modo, facendo attenzione al
modello che individua appunto il parallelo tra due resistori di ugual
valore e facendo attenzione al fatto che, questa volta, le derivate parziali
non sono unitarie. Rimango valide e devono essere sempre dichiarate le
ipotesi d’indipendenza di R1 € Rz, Ur1 € Ur2 NoOte, UrRi<<R: € Ur<< R2 ,
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le derivate parziali di Rp rispetto a R; e R finite e calcolabili.

ORp\* dRp
Upp = \/(a_Rl) uRlz (GT) uRZZ = 2041,240

Rp = (500 + 2)kQ

Nell’esercizio si chiede inoltre di valutare la stima e 1’incertezza del
rapporto di attenuazione k ottenuto da un partitore di tensione realizzato
con le due resistenze. Essendo uguali le resistenze il partitore cosi
realizzato dimezza la tensione in ingresso. La sua stima quindi € un
mezzo mentre la sua incertezza ¢ legata alla relazione che lo costituisce
nel partitore. Il calcolo dell’incertezza ¢ legato alle ipotesi fatte in
precedenza: indipendenza di R1 e Rz, Ur1 € Urz nNote, UrRi<<R1 € Ure<<
R2, derivate parziali di k rispetto a R1 e R> finite e calcolabili.

V.R
VZZ 141
R, + R,
N V4 R,
k=2— L _—05
R, +R,

2

dk
2 2 = 2
\/E)Rl Ug, +<E)R2) Ug, 0,00

(0,500 + 0,002)

9. Mediante multimetro numerico si esegua una lettura della resistenza di
un termistore noti la sua relazione, resistenza e temperatura di
riferimento, coefficiente Seebeck e condizioni ambientali di contorno. Si
indichi stima e incertezza assoluta e relativa. Il valore di resistenza di
riferimento Ro € affetto da incertezza assoluta, mentre quello del
coefficiente a da incertezza relativa. Il valore della temperatura di
riferimento € invece indicato con incertezza trascurabile. Il termometro
digitale con il quale viene rilevata la temperatura ambiente, da inserire
poi nella relazione del termistore, € corredato di indicazione sulla
risoluzione.

Prima di tutto occorre lavorare sul valore di incertezza di a e su quello di
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risoluzione del termometro. In particolare I’incertezza su « va portata in
assoluta mentre, in mancanza di altre indicazioni, la risoluzione del
termometro digitale viene considerata corrispondente all’accuratezza e,
quest’ultima, valutata come distribuita uniformemente.

a
U = — = 0,58°C
"3
_ 2 z=0001°Ct
Ya = 700%™

A questo punto per calcolare la stima della resistenza ci si puo avvalere
del modello del termistore gia indicato. Per la sua incertezza invece si
ricorre alle derivate parziali, indicando sempre le dovute ipotesi. Ro, a e
T devono essere indipendenti; Uro, Uy, Ur, NOte; ; URo<<Ro, u,<< a,
ur<<T; le derivate parziali di R rispetto a Ro, « € T devono essere finite
e calcolabili.

IR \? OR\? aR
UR = ( ) ug,? + (—) Ug?+ (—) ur? = 4,041Q

aR, da aT
R = (200 + 4)Q
R =200 + 2%

Dai risultati si deduce che il contributo che porta maggiore incertezza e
che quindi pesa di piu sul risultato finale della misura e quello relativo
all’incertezza sulla temperatura, eseguita con il termometro digitale. Per
ottimizzare il risultato occorre impiegare un termometro con una
maggiore risoluzione.

10. Si valuti la tensione Vi, con stima ed incertezza, relativa al
potenziometro rappresentato. Per quello che riguarda la descrizione del
suo funzionamento si rimanda al testo di riferimento. Sono noti la
tensione di alimentazione V relativa allo spostamento massimo Li+L»
(valore di fondo scala) e lo spostamento L relativo al valore incognito
di tensione V. Il potenziometro é un dispositivo con cursore mobile e
in questa configurazione fissa funziona come un partitore di tensione. Il
resistore che lo compone pu0 essere visto come la somma di due
resistori in serie sui quali vengono prelevate due tensioni, che cambiano
in base alla posizione del cursore di prelievo. Essendo resistivita e
sezione del conduttore la medesima per tutta la sua lunghezza,il
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partitore puo essere riportato in funzione della lunghezza, o meglio
della posizione, alla quale viene effettuato il prelievo di tensione.

V,=V Ry =V Ly
Y™ R 4+R, L+,
pLy pL,

R, =" R, =2
1 S 2 S

Per il calcolo dell’incertezza devono sempre essere descritte le
condizioni che la rendono calcolabile, ovvero uy nota, uv<<V, la
derivata parziale di V1 rispetto a V finita e calcolabile.

(6V1
av
7, = (354,96 + 0,24)mV

uy, = ) uy? = 0,00024V

Di una termocoppia sono dati il valore del coefficiente a e una tabella
indica 10 letture di temperatura (5 letture di T1 e 5 letture di T») relative
al giunto freddo e al giunto caldo. Si vuole determinare I’incertezza
estesa nella misura della tensione tra i giunti VVy (con k=1 e & noto). Si
chiede di risolvere I’esercizio in due modi.

Primo metodo di risoluzione.

Per ogni coppia di temperature date si calcola la loro differenza AT;.
Dalle cinque differenze ricavate se ne trova la stima e l’incertezza
tramite il metodo probabilistico. Queste poi si utilizzeranno nel modello
della termocoppia per risalire a V.

1 n
=—ZAT = 294,7°C
n

gy = 1)Z(AT AT)? = 0,084°C

V, = aAT = 0,013V

L’espressione dell’incertezza ¢ valida nell’ipotesi di Uat nota, UaT<<AT
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e derivata parziale di V, rispetto a AT finita e calcolabile. Si ricordi che
il valore dell’incertezza deve essere alla fine espresso come valore
esteso Uwvu.

Vu\'
uy, = (EiA_T) uprs = 3,76uV

UVu = U.Vuk = uvu
V, = (13261,5 + 3,8)uV

Secondo metodo di risoluzione.

Si calcola la tensione in uscita dal sensore inserendo nel modello la
media della temperatura del giunto caldo e del giunto freddo. Per
I’incertezza si ricorre all’espressione nella quale compaiono le derivate
parziali della tensione rispetto alle due temperature, note le loro
incertezze Uty € Uz, Uti<<T1, UT2<<<Ty, finite e calcolabili le suddette
derivate.

n

1

T, = EZ T, = 25,5°C
i=1

n
1 —\2
= |—— Y (T, - T;)” =0,045°
Ur, n(n—1)Z(1l 1) =0,045°C
=

n

9

T, = EZ T,, = 320,2°C
=1

n
1 —\2
= —E T,. —T. =0,1°
ur, n(n—l), 1( 2 2) 0,1°C
1=

7 =a(T,—T,) = 13261,5uV

V> aV,\2
Uy, = \/(G_Tl) uT12 + (6_7"2) uTZZ = 493uV

V, = (13261,50 + 4,93)uV

Utilizzando il primo metodo si ottiene un’incertezza minore poicheé il
risultato ¢ affetto da un solo contributo d’incertezza, legato alla
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differenza delle temperature. Con il secondo metodo invece ci sono due
contributi, ognuno legato all’incertezza su ogni temperatura.

Si richiede di valutare 1’incertezza con due cifre decimali di una misura
di resistenza e resistivita effettuata con un sensore ad effetto
termoresistivo. Si sceglie ad esempio il seguente modello:

1 1
R = Ry’ T Ts)

Sono date dieci misure di temperatura delle quali sara necessario trovare
stima ed incertezza tramite metodo probabilistico. Non avendo altre
informazioni al riguardo si considera l’incertezza di categoria A,
ricavata tramite metodo probabilistico, come unica fonte di incertezza
presente. Si ipotizza quindi nota ut, ur<<T e la derivata parziale della
resistenza rispetto alla temperatura finita e calcolabile.

T =

Sl

T, = 52,04°C

n
i=1

n
1 _
Ur, =ur = mZ(Ti —T)? = 0,05°C
1=

Sono date sei rilevazioni di temperatura di un gas attraverso una
termocoppia. Rimandando al testo di riferimento per la descrizione del
sensore e delle sue caratteristiche metrologiche, si chiede di
determinarne la sensibilita.

Per il calcolo della sensibilita occorre rapportare tra di loro grandezza in
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14.

uscita e grandezza in ingresso, che sono evidentemente tensione e
temperatura. Si puo procedere calcolando le rispettive cinque sensibilita
e se ne stima il valore (con relativa incertezza) attraverso il metodo
probabilistico.

Si noti che nella tabella delle rilevazioni si ha un solo valore di
temperatura, nonostante nel modello di una termocoppia se ne
richiedono due. Osservando la tabella, a 0°C si ha una tensione di 0,000
mV, il che significa che possiamo ipotizzare la temperatura al giunto
freddo corrispondente a 0°C. Si deduce che le temperature mostrate
sono le AT necessarie al calcolo della sensibilita. Inoltre € importante
considerare che la terza riga della tabella € da considerarsi puramente
indicativa ma necessaria per individuare la temperatura del giunto
freddo. Per il calcolo della stima e dell’incertezza della sensibilita si
valutera solo i cinque valori (n=5) significativi.

.Y/
ETAT,
1 n
S = ;Z S; = 50,546 uV °C?
=1

n
1 _
= |— S;—8)2=0,027uvec?
1=

Date le caratteristiche di un sensore a termocoppia e di uno a
termoresistore si chiede di ricavare alcuni valori a partire dalla relazione
che |i caratterizza. Della termocoppia si chiede di ricavare la
temperatura del giunto caldo mentre del termoresistore si chiede di
ricavare la sua resistenza ad una determinata temperatura e, viceversa,
una temperatura a partire da una resistenza. Inoltre si chiede di valutare
I’incertezza su quest’ultimo punto, sapendo quanto vale quella relativa
sulla resistenza di riferimento. Noti i modelli dei due sensori in esame si
possono individuare le equazioni necessarie alla risoluzione
dell’esercizio, basta fare attenzione ad inserire 1 giusti riferimenti di
temperatura e resistenza quando richiesti.

AV = (X(TZ - Tl)
— AV +aT;
T2 = T = TGC = 4‘18,550C
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R = Ry[1 + a(T — T,)] = 280,320

R—R
T = 0

= 85,46°C
Ry«

Per trovare 1’incertezza Ut su quest’ultima misura, riportando in assoluta
I’incertezza relativa Uro indicata sulla resistenza di riferimento Ro,
occorre ipotizzare anche Uro Nota, Uro<< Ro € che la derivata parziale di
T rispetto a Ro sia finita e calcolabile.

T = (85,46 + 0,34)°C

Per quello che riguarda la descrizione di pregi, difetti, caratteristiche e
differenze tra i due sensori si rimanda al testo di riferimento.

Dato il modello di un trasduttore a induzione elettromagnetica, noti
campo magnetico, lunghezza del conduttore e note alcune misure di
corrente effettuate su di esso, si chiede di determinare la forza alla quale
e sottoposto il conduttore. Dalle sette letture di corrente a disposizione
si ricava la loro stima ed incertezza attraverso il modello probabilistico.
Tale incertezza € composta anche da una componente di categoria B,
dovuta all’accuratezza dichiarata dello strumento di misura, che andra
sommata in quadratura a quella di categoria A. Dal modello del sensore
e intuitivo ricavare il valore stimato della forza e della sua incertezza,
ricordando di ipotizzare u; nota, u; <<l e la derivata parziale di F
rispetto a | finita e calcolabile.

Sl

5

l

I = =34
1 n
= |——— Y, - D2 =0,014
uIA n(n_l)zl(l )
=

n
1
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16.

Up, = — = 0,043

a
N

u;, 2 +u,? = 0,0444
= (3,000 + 0,044)A

F BlI=0,015N

2

oF
Up = (ﬁ) w2 = 0,00022N

F = (15,00 + 0,22)mN

£
Il
T‘

Si rimanda al testo di riferimento per quello che riguarda la spiegazione
del funzionamento di tale sensore.

Si richiede la valutazione di stima ed incertezza della resistenza in
uscita da un termistore, noti costante dimensionale e resistenza di
riferimento (con una sua incertezza), a partire da dieci rilevazioni di
temperatura. Tramite metodo probabilistico si possono ricavare stima ed
incertezza delle misure di temperatura. Dall’incertezza relativa si ricava
I’assoluta, per quello che riguarda la resistenza di riferimento. Infine,
ricordando il modello del termistore, si ricava stima e incertezza della
resistenza in uscita. Si ricordi di ipotizzare uro nota, uro<<Ro € la
derivata parziale di R rispetto a Ro finita e calcolabile.

1 n
—Z T; = 25,17°C
n
i=1
T; —T)? = 0,138°C
\/n(n — 1)2( )
R =Rye (7) = = 874,045Q

OR
Up = (aR ) uR02~874‘.Q.

R = (874,05 + 8,74)Q

Per la caratterizzazione metrologica del sensore si rimanda al testo di
riferimento.
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17. Siamo dati due resistori campioni di stesso valore (e stessa incertezza su
tale valore), si stimi la misura con incertezza della loro serie, del loro
parallelo e del rapporto di attenuazione che si otterrebbe utilizzandole
come partitore di tensione. Si procede per ordine iniziando dalla serie.
Per I’incertezza su di essa di ipotizzano le due grandezze indipendenti,
note le loro incertezze ur1 € Urz, UrRi<<R1 € Ur2<<Ry, finite e calcolabili
le derivate parziali di Rs (serie) rispetto a R1 e Ra.

R = R, + R, = 2000Q

dRg\* ORs\*
uRS = \/(a—}el) uRlz + (0_}22) uRZZ = 0,14Q

Rs = (2000,00 + 0,14)

Stessa procedura per il parallelo, cambia il modello e la forma delle
ipotesi: le due grandezze devono essere indipendenti, devono essere
note le loro incertezze Ur1 € Urz, Ur1<<R1 € Ur2<<R, finite e calcolabili
le derivate parziali di Re (parallelo) rispetto a R: e R>.

IRp\> Rp\>
= 02w + () s w05

Rp = (500,00 + 0,35)Q

Dopo aver ricavato il modello del coefficiente di attenuazione K si
procede con il calcolo delle derivate parziali al fine di trovare
I’incertezza su tale stima. Si ipotizzano indipendenti le grandezze Ri e
R2, note le loro incertezze Ur1 € Ur2, URi<<R:1 € Ur2<<Ry, finite e
calcolabili le derivate parziali di K rispetto a R1 e R>.

k==——"==0,50
R, +R,
2 2
Uy = (6_1() ug >+ (G_K) ug,2 = 0,000035
o0R, 1 oR, 2 '

k = (0,500000 + 0,000035)Q
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18. Si richiede di valutare quale tra due multimetri digitali € il piu accurato,
in base ai dettagli dati. Con esso si chiede di eseguire una misura di
resistenza di un sensore ad effetto termoresistivo a temperatura data e,
viceversa, ricavare una temperatura nota dalla resistenza in uscita.

Si inizia valutando quale dei due strumenti € il puo accurato, 0 meglio
quale dei due ha valore di accuratezza inferiore. Nel testo viene descritta
una prova durante la quale tutti e due gli strumenti rilevano la stessa
resistenza alla stessa temperatura di riferimento. Quel valore letto € da
utilizzare come primo contributo (Ro) nel calcolo dell’incertezza. Il
secondo contributo é diverso per ogni strumento. Nel primo strumento e
legato al count, nel secondo al valore di fondo scale. Entrambi possono
essere ricavati dal numero di cifre dalle quali &€ composto il display.

Nel dettaglio con 3,5 cifre il display dello strumento puo eseguire fino a
1999 conteggi (circa 2000), che corrisponde al valore massimo che puo
indicare, quindi il fondo scala. Anche il count e legato a questo valore,
poiché & il piu piccolo valore che il display puo0 indicare.

Vs 1999 | 0 |
- conteggi 1000 conteggio

R
a, =+ <—° 0,05 + 1count> = 0,150

—\100
Ry Vfs
=4 — _— ==
a, _<100 0,05 + 100 0,0S) 0,10997Q

Essendo az<a: lo strumento piu accurato € il secondo. Scelto lo
strumento se ne pud adesso calcolare 1’incertezza, ipotizzando una
distribuzione uniforme, con il fine di avere tutto quello che serve per
utilizzare il modello del termoresistore.

A questo punto si chiede di valutare la resistenza in uscita a fronte di
una data temperatura. Si considerino le seguenti ipotesi: Uro nota,
Uro<<Ro, derivata parziale di R rispetto ad Ro finita e calcolabile.

R =Ry[1+ a(T —T,)] = 266,60
OR\*
Ug = (—) up,? = 0,170

R,
R = (266,66 + 0,17)Q
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Adesso si procede per ricavare una temperatura a seguito di una
determinata resistenza in uscita. Anche in questo caso, si considerino le
seguenti ipotesi: Uro Nota, Uro<<Ro, derivata parziale di R rispetto ad Ro
finita e calcolabile.

R = Ro[1 + a(T — Ty)]

Rr —Ry+RoaTy
Ry @

=~
I

= 133,67°C

AT \?
"y = (a_RO) U2 = 0,23°C

T = (133,67 + 0,23)°C

Per la descrizione dettagliata del funzionamento del sensore e delle sue
caratteristiche metrologiche si rimanda al testo di riferimento.

Data una termocoppia si vuole ricavare la temperatura del giunto caldo,
noti temperatura di riferimento al giunto freddo, tensione in uscita e
coefficiente Seebeck. Dal modello di tale sensore si pud ricavare il
termine cercato. Occorre porre attenzione al fatto che sia la temperatura
del giunto freddo che la tensione in uscita sono affetti da incertezza.
Questo significa che una volta stimata la temperatura incognita, per
trovare la sua incertezza occorre ipotizzare: tensione e temperatura al
giunto freddo indipendenti; uay € Uty Note;  upp<<AV e UT1<<Ty;
derivata parziale di T rispetto a AV e derivata parziale di T2 rispetto a
T, finite e calcolabili.

AV = a(TZ - Tl)

_ AV+aT,;
Ty = ——— = 431,26°C
AT, \* AT\ >
T \/ <W> tay® + (G_Tl> ur,? = 17,12°C

T, = (431,26 + 17,12)°C

Si rimanda al testo di riferimento per la descrizione dell’effetto Seebeck
e delle caratteristiche metrologiche del sensore.
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20. Dato un potenziometro si chiede di ricavare lo spostamento relativo ad

un valore di resistenza dato, misurata con un multimetro numerico di
accuratezza dichiarata. Noti la misura massima dello spostamento del
cursore e il valore di fondo scala di resistenza si puo ricavare lo
spostamento chiesto, ricordando il principio di funzionamento del
sensore.
Il potenziometro funziona come un partitore di tensione nel quale
resistivita e sezione del conduttore rimangono costanti per tutta la sua
lunghezza. In questo modo il partitore puo essere riportato in funzione
della lunghezza, o meglio della posizione, alla quale viene effettuata il
prelievo di tensione.

R, _y L,
R,+R, Li+1L,

L L

Ry Ly
Ri+R, Li+1L,
Ry

L_==L+L =2,998
1 R1+R2(1 2) cm

V1:V

In quest’ultima equazione Ri corrisponde al valore misurato con il
multimetro, la somma delle resistenze al valore di fondo scala e la
somma delle lunghezze allo spostamento massimo del cursore. L’ultimo
passaggio consiste nel ricavare le incertezze. Per la resistenza la sua
indicazione sul multimetro indica gia il count: 1’indicazione 2,998K<Q
significa che la piu piccola quantita misurabile (il count) ¢ 0,001K€2, si
tratta solo di valutarla distribuita uniformemente per trovarne
I’incertezza. Per il fondo scala invece viene gia fornita 1’incertezza di
tipo assoluto.

Ricordando che (L1+L2) € un valore e indicando (R1+R2) con R, si puo
impostare il calcolo di uL1 con le derivate parziali. Si ipotizza, ai fini del
calcolo, R e Ri indipendenti, ur1 € Ur note, Uri<<Ri1, UrR<<R, e le
derivate parziali di L1 rispetto a R1 e R finite e calcolabili.

a lcount 1 0.580
u = —= = —= ,
T3 V3 V3
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2

dL,\* dL,
— - 2 R 2 ~
Uiy \/ <6R1> YRy +<6R) ug” = 0,65um

L, = (2998,00 + 0,65)um

Per la descrizione dettagliata del funzionamento del potenziometro e
delle sue caratteristiche metrologiche si rimanda al testo di riferimento.

Un parallelo di due resistenze ha valore noto Rm. Nota anche una delle
due resistenze che lo compongo (Rn) si vuol trovare il valore dell’altra
resistenza in gioco Rx. | valori noti sono entrambi affetti da incertezza e
della resistenza incognita si cerca sia stima che incertezza.
Dall’equazione tipica di due resistenze in parallelo si puo ricavare la
stima dell’incognita. Note anche le incertezze delle grandezze in gioco &
sufficiente impostare le ipotesi e procedere con il calcolo. Ry € Rm
indipendenti, Rn e Rm note, urn<< Rn € Urm<< Rw, derivate parziali di
R, rispetto a Rn e Rw finite e calcolabili.

o __RuRy
M ™ Ry + Ry
_ _RwRw_ _ 9950060 = 996k
X - RN - RM B -
ORx\* . (ORx\* N
Ug, = <ﬁ) Uup, % + (m> Up, 2 = 1407152,394Q = 1407kQ
dRy —Ry,*
= = 9940090
ORN (RN - RM)Z
R Ry?
X N = 9960040

dRy Ry — Ry)?
Ry = (995 + 1407)kQ

Un valore cosi insolito dell’incertezza deriva dal fatto che al
denominatore delle derivate parziali (coefficienti di sensibilita) si ha un
valore che assume valori molto piccoli rispetto al numeratore molto
grande.
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Soluzioni ad alcune delle prove di esame proposte su
ww.misureelettriche.unifi.it

Compito 6 Giugno 2012

Esercizio 1

Si chiede di valutare indirettamente la misura di un’accelerazione noti
spazio percorso e tempo impiegato a percorrerlo. Dato il modello si ricava la
stima. Per D’incertezza, essendo presente soltanto quella sul tempo, ¢
necessario ipotizzare nota quest’ultima u;, W<<t e la derivata parziale
dell’accelerazione rispetto al tempo finita e calcolabile.

_ 25 _ m
a=E—2:9,8025—2

da\> m
Ug = (a) utz = 0,5855—2

m
a = (9,802 +0,585)

m
a= 9'8025_2 + 5,85%

Si chiede inoltre di rivalutare I’incertezza sull’accelerazione ipotizzando la
misura distribuita in modo normale (tabella 2.1) con intervallo di confidenza
del 99%.

by — (1 - ¢x) = 0,99
¢, = 0,995

il valore che piu si avvicina a 0,995 é 0,9949 per il quale si haz = 2,576 = k
U, =uy, k =1,507mA

Nella seconda parte dell’esercizio di chiede di riportare alcune definizioni,
per le quali si rimanda al testo di riferimento.
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Esercizio 2

Nella figura e rappresentato un selettore di portata di un voltmetro analogico
I cui resistori sono affetti da incertezza realizzativa nota. Inoltre & presente
un microamperometro per la rilevazione della corrente che scorre nel
circuito. Si chiede di determinare il fondo scala del microamperometro per
avere sul voltmetro una portata minima di 1 V. Seguendo il percorso della
corrente nel selettore occorre ricavare il suo valore ogni qual volta si cambia
la posizione del cursore, utilizzando la legge di Ohm.

V =RI
_ 1

1=(R,+R)DI, » [, = — =10 uA

(R, ol 1 R,+R, 28
_ 1
I, = — = 16,67 uA
27 R,+R, a
_ 1

i=— =504
3 T R +R H

Da questi risultati si nota che nella configurazione in cui compaiono in serie
R e R, si ha la maggior corrente nel circuito, imponendo la tensione ad 1V.
Essendo il fondo scala dell’amperometro il massimo valore di corrente che
pud misurare senza alterare le sue caratteristiche, si deduce che 50 uA e¢ il
risultato richiesto nella prima parte dell’esercizio. A questi risultati ¢
necessario allegare le loro incertezze, per farlo occorre ipotizzare note uri,
UR2 € URr3; URi<<R1, Ur2<<R: e ur3<<Rs; finite e calcolabili le derivate
parziali della corrente rispetto alle singole resistenze.

ug, = 1% Ry = 9990 Q
Up, = 1%§= 599 O
Ug, = 1% R3 =199 Q

al,\?
(ﬁ) uRZZ = 0,0017 uA
2
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2
U, = % ug.2 = 0,5 uA
s OR;) T T

L =(10 £ 1) uA
I, = (16,6700 + 0,0017) uA
I, = (50,0 +0,5) ud

Nella seconda parte si chiede di fare il contrario, dalla portata del
microamperometro trovare le portate del voltmetro.

Vl = (R1+R0)Ifs =1V
VZ = (R2+R0)Ifs = 0,6 V
V3 = (R3+R0)Ifs = 0,2 V

AN

uvl = (6_&> uRl = 0,1 V
Va\*

uy, = (6_R2> Up,? = 0,006 V
AN

Uy, = (a_Rg) Ug,? = 0,002V

V, = (1,0 £ 0,1)V
V, = (600 + 6)mV
Vs = (200 +2)mV

Esercizio 3

Si chiede di valutare incertezza assoluta e relativa di una tensione
utilizzando un multimetro digitale note le caratteristiche dello strumento. E’
nota anche la tensione da misurare (V=1,5 V), la resistenza equivalente
secondo il circuito di Thevenin (R, = 10 kQ) e la resistenza interna dello

strumento (R;, =5 MQ). Si procede calcolando [D’accuratezza dello
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strumento, legata al valore letto e al fondo scala. Ipotizzando i valori
distribuiti in maniera uniforme dall’accuratezza si passa all’incertezza.

Per la descrizione del circuito adottato e dello strumento si rimanda al testo
di riferimento.

Nel circuito equivalente, costituito da un generatore di tensione Vs, un
resistore Req che rappresenti ’impedenza equivalente (10 kQ) e uno che
rappresenti quella interna Rin dello strumento (5 MQ). La tensione in
ingresso allo strumento sara pari a:

Rin
V, = V| —r
L s <Rin + Req)

Essendo R;, > R, la tensione misurata sara di 1,497 V .

1,497 01+ 1,999
100 100

a=+(01%V,+0,1% V) = + (

0,1) = 43,496 mV

a
uy = ﬁ = 2,018 mV

V = (1497 + 2)mV
V=1497V +13,5%

Esercizio 4

Di un trasduttore si conosce la classe e la funzione di trasferimento H (che
anche la sua sensibilita), che permette dall’ingresso T (temperatura) di
ricavare 1’uscita V (tensione). Inoltre ¢ presente un blocco di amplificazione
di guadagno G noto. Si chiede di calcolare incertezza assoluta e relativa
dell’uscita, alla temperatura di 25 °C. E’ noto il fatto che a 50 °C si ottiene il
valore di fondo scala, quindi:

Vs =HTG=0010(50)20 = 10V

V25°C == H T G_ = 0,010 (25)20 == 5 |74
V

T=—0

HG
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2 2 2
u’T:\/uIH +u,G +uIV

u'; = 0,02
u'y = 0,02

cV,
—_fs _
uV——loo 0,1V
' Uy
Uy

= =0,02
Vasec

o = \/u’HZ +wg? +uy? = V3 (0,02) = 0,035 = 3,5%

u'y =u'yT = 0,035 (25) = 0,88 °C

Per la classificazione dei sensori si rimanda al testo di riferimento.

Compito 17 Aprile 2012

Esercizio 1

197

Si chiede di valutare una misura di potenza dissipata su un resistore di
valore nominare ed incertezza estesa noti, effettuata con metodi diversi da

tre studenti diversi.

Il primo studente esegue una serie di letture ripetute di un wattmetro
opportunamente collegato. In assenza di altre informazioni, tramite metodo
probabilistico, & possibile ricavare stima ed incertezza di categoria A, note

nel dettaglio tutte le letture.

n
_ 1
i=1

1 n
—\2
i=1

P, = (25,00 + 0,23)uW
P, = 25,004 W + 0,93%
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Il secondo studente rileva, con lettura unica, la corrente che attraversa il
resistore, della quale si conosce la sua incertezza dichiarata, con intervallo
di confidenza noto. L'intervallo di confidenza permette, leggendo la tabella
7.1 (distribuzione normale standardizzata), di ricavare il fattore di copertura
k e l'incertezza assoluta sulla stima della corrente. Si tratta evidentemente
d’incertezza di categoria B.

by — 1- q—')x) = 0,95
¢, = 0,975 per il qualesihaz=1,96 =k
u; = 0,00102 mA

I =(0,45000 + 0,00102)mA

La stima della potenza si ricava poi dalla relazione che lega quest'ultima a
corrente e resistenza. Per l'incertezza e necessario considerare indipendenti
le grandezze in gioco (corrente e resistenza); note le loro incertezze u, e ug;
ui<<l, ur<<R; le derivate parziali della potenza rispetto a corrente e tensione
finite e calcolabili. Notare che l'incertezza sulla resistenza e nota in forma
estesa e sara necessario riportarla in assoluta prima di procedere al calcolo,
noto il fattore di copertura k=3.

R_%_3a
YRECT3T
R = (100 + 2)Q

P, = RI? = 20,25 uW

dP,\’ dP,\’
Up, = j((’)_l?z) up? + ((’)_IZ) u? = 0,42 uWw

P, = (20,25 + 0,42)uW
P, = 20,25 uW =+ 2,05%

Il terzo studente rileva invece, sempre con lettura unica, la tensione ai capi
del resistore, conoscendo la portata del voltometro che utilizza e il numero
di cifre che compone il suo display. In assenza si altre informazioni l'unico
modo per ricavare l'incertezza su tale tensione letta e utilizzare le
informazioni a disposizione. Dal numero di cifre che il display riesce ad
indicare e dalla portata dello strumento si pu0 ricavare la risoluzione r. Nel
dettaglio con 3 cifre il display dello strumento puo eseguire fino a 999
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conteggi (circa 1000), che corrisponde al valore massimo che pu0 indicare,
quindi la portata (fondo scala Vfs). Il count é legato a questo valore, poiché
e il piu piccolo valore che il display puo indicare. Ricordando la differenza
tra accuratezza e risoluzione e la relazione che li lega, si pu0 passare
dall’accuratezza all'incertezza ipotizzando i valori distribuiti in maniera
uniforme. Anche in questo caso si tratta d’incertezza di categoria B.

a = +(1count)
_ Vfs

= = = 0,001 |———
conteggi 1000 [contegglo]

r
Uy =—=0,29mV
NG Y)

Utilizzando poi il modello che lega resistenza e tensione alla potenza se ne
ricava la stima. Per l'incertezza e anche in questo caso necessario ipotizzare
indipendenti le due grandezze tensione e resistenza; note le loro incertezze
Uv € Ur; Uv<<V e Ur<<R; le derivate parziali della potenza rispetto a
tensione e resistenza finite e calcolabili.

. V?
P, = — = 26,01 uW
3 R u
aP;\* aP;\*
— [{Z=3 2 _3 2 ~
Uup; j(av) urt ¥ <6R) up® = 0,58 uW
P, = (26,01 + 0,88)uW
P, = 26,01 uW =+ 3,38%

Calcolate adesso le tre potenze si individua la miglior stima, ovvero quale
dei tre studenti ha eseguito la misura ottenendo I’incertezza minore.

P, = (25,00 + 0,23)uW
P, = (20,25 + 0,42)uW
P; = (26,01 + 0,88)uW

Evidentemente il primo studente al quale corrisponde la prima potenza
calcolata, ha eseguito la misura ottenendo 1’incertezza minore. E’ richiesta
stima ed incertezza di questa potenza anche in dBm.
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Py
(mw)

=~ 16 dB
W m

p(dBm) = 10l0g

PMAX = 171 + uPl = 0,02523 mWw
Prtax gpyy = —15,98 dBm

Pyiy = Py —up, = 0,02477 mW
PM”V(dBm) = —16,06 dBm

_ PMAX(dBm) - PMIN(dBm)
Up = )

= 0,04 dBm

Piagmy = (16 + 0,04)dBm

Esercizio 2

Si chiede di descrivere il funzionamento di un voltmetro numerico, di
indicare quali sono le fonti di incertezza interne e come minimizzarle. Per la
soluzione si rimanda al testo di riferimento.

Esercizio 3
Si chiede di offrire una panoramica quanto piu possibile e diversificata dei
sensori di forza e di pressione, indicando anche le fonti di incertezza

presenti, indicando come minimizzarle. Si rimanda al testo di riferimento
per la risoluzione di questo esercizio.

Compito 23 Febbraio 2012

Esercizio 1

E’ rappresentato in figura lo schermo di un oscilloscopio numerico. Noti i
coefficienti di deflessione e nota 1’accuratezza dello strumento, si chiede di
valutare la misura dell’ampiezza del segnale rappresentato, la sua frequenza
e il suo periodo. Per rilevare le grandezze cercate occorre leggere da quante
divisioni & composto il segnale in ampiezza e quante divisioni é lungo il suo
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periodo. Si procede riportando ’accuratezza, legata al valore letto e al fondo
scala, in incertezza, ipotizzando i valori distribuiti in maniera uniforme. Poi
si passa alla lettura del segnale sullo schermo.

T=2us

ar = +(1% V, + 1%Vy) = 0,12 ps
a

up = \/_% = 0,069 us

V=5mV
ay

Uy = ﬁ = 0,075 mV

Definito il periodo si puo ricavare la frequenza e la sua incertezza. Per
quest’ultima 'unica incertezza da considerare ¢ quella sul periodo stesso.
Occorre quindi ipotizzare finita e calcolabile la derivata parziale della
frequenza rispetto al periodo; nota I’incertezza ut del periodo; e che ur<<T.

~i| ~

f ===500kHz

of\’
Ur = (ﬁ) ur? = 17,32 kHz
f = (500,00 +17,32)kHz

Per la descrizione delle caratteristiche metrologiche dello strumento, schema

a blocchi e definizione dei dispositivi di trigger, si rimanda al testo di
riferimento.

Esercizio 2 (esercizio numero 8 capitolo 3)

Date due tensioni dipendenti tra loro, con coefficiente di correlazione noto,
si richiede di stimare il risultato della loro somma e del quadrato della loro
somma. Dalla relazione che lega il coefficiente di correlazione alle
incertezze delle grandezze correlate, si ricava la covarianza necessaria per
calcolare I’incertezza sulla stima della somma delle tensioni. Si ricordi che,
per quest’ultima, ¢ necessario ipotizzare correlate le grandezze in gioco,
note Ue1 € Ugz, note Upi<<E: e Ug2<<Ey, e che le derivate parziali della
somma rispetto alle singole tensioni siano finite e calcolabili.
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= -1

P12 =
Up, U,

E_S= E1+E2 = 3mV

OE \? OE \? OE \ / OE
e J (5;) e+ ;) e + 255 (G, ) e = 00010V

Es = (1,800 £+ 0,001)mV

Per quello che riguarda I’incertezza del quadrato di E si pud procedere allo
stesso modo.

E_p = El EZ = 2 (mV)Z
Ep\* OEp\* OEp\ (OEp
= —_ 2 - 2 ) —= — 2
HEp j (aEl) U, ¥ ((’)EZ) Ug,” + 2 (6E1> <0E2> C1o = 0(mV)

Questo risultato non deve sorprendere perché, per quanto raro, & una
singolarita che puod accadere. Per risolvere I’esercizio sara sufficiente
modificare, anche di poco, le incertezze di E: ed E, per ottenere una
valutazione dell’incertezza non nulla. Si lascia al lettore la possibilita di
valutare tale espressione aiutandosi con il software GUM WorkBench.

Esercizio 3

Si chiede di valutare la misura indiretta di resistenza utilizzando un sensore
termoresistivo RTD (Pt100), note alcune letture ripetute di temperatura e il
grafico che lega temperatura a resistenza di riferimento. Si intende risolvere
I’esercizio utilizzando il seguente modello semplificato del sensore:

R =Ry[1+ a(T —Ty)]

Utilizzando il metodo probabilistico si puo inizialmente trovare stima ed
incertezza di categoria A della temperatura T. Senza altre informazioni
quella di categoria A ¢ anche I’unica incertezza dalla quale e affetta tale
misura.
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n
1 _
uTA = Ur = mzl(’rl - T)Z = 0,05 °C
1=

Questo non basta per utilizzare il modello. Occorre ricavare dal grafico a
disposizione temperatura e resistenza di riferimento (To € Ro) e il
coefficiente «a tipico del sensore. Per fare questo si possono prendere due
valori di temperatura, e relativa resistenza, ed inserirli nel modello tipico del
sensore, per ricavare a.

T=60°C > R=12000Q
T=0°—->R=10000Q

1200 = 1000[1 + a(60 — 0)]
a = 0,0033°C~1

Ipotizzando adesso la temperatura di riferimento a 0°C, con relativa Ro, e
noto a, si pud ricavare la resistenza corrispondente alla temperatura
precedentemente stimata. Per I’incertezza occorre ipotizzare nota ur, Ur<<T,
e la derivata parziale della resistenza di uscita del sensore rispetto alla
temperatura finita e colabile.

R = Ry[1+ a(T —Ty)] = 1000[1 + 0,0033(60 — 0)] = 1106,8 O

2
Up = (a—R>u2=OZQ
R aT T - )

R = (1106,8 + 0,2)Q

Per la descrizione del funzionamento del sensore e delle sue caratteristiche
metrologiche si rimanda al testo di riferimento.
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Compito 25 Gennaio 2012

Esercizio 1

Si chiede di misurare il tempo di salita al gradino mostrato sullo schermo di
un oscilloscopio numerico. Sono noti, oltre all’andamento grafico del
gradino, anche il coefficiente di deflessione orizzontale e I’accuratezza della
sensibilita orizzontale, legata al valore letto e a quello di fondo scala. Inoltre
viene chiesto di indicare le caratteristiche che lo strumento dovra avere per
compiere questa misura (ampiezza di banda) e che tipo di campionamento
occorre adottare.

Il tempo di salita e individuato sullo schermo tra le lettere A e B, punti in
cui il segnale é rispettivamente al 10 e al 90% del suo valore di regime.
Conoscendo quanto vale ogni divisione orizzontale si puo trovare la
distanza che intercorre tra i punti A e B e quindi il valore di tale tempo.

L’incertezza su tale misura ¢ legata all’accuratezza indicata, ipotizzata
uniforme la distribuzione dei valori. L’accuratezza ¢ costituita da una
componente legata al valore letto e al fondo scala.

3 1
a=12B%VI+1%Vfs) = (W 600 + mlOOO) = 28ns

a
Ur =—==16,17ns

Ts \/g
T, = (600,00 + 16,17)ns

Ipotizzando ideale il gradino si puo utilizzare la relazione che lega tempo di
salita alla banda, per trovare appunto la sua ampiezza.

034
s = B3
B; = — = 570kHz

S
Per trovare I’incertezza sull’ampiezza di banda occorre ipotizzare nota Uts ,

Uts<<Ts e la derivata parziale della banda rispetto al tempo finita e
calcolabile.
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9B3\*
3
Uy, = (aTS) up 2 = 0,016MHz

3

By = (579 + 16)kHz

Per poter compiere questa misura 1’oscilloscopio dovra avere una banda
maggiore di 570 KHz e utilizzare il metodo di campionamento reale.

Esercizio 2

Una linea di trasmissione € composta da tre blocchi che rispettivamente
amplificano, attenuano e amplificano di nuovo il segnale in ingresso. Si
chiede di trovare il guadagno o I’eventuale attenuazione complessiva. La
prima amplificazione (A) & espressa come guadagno in potenza,
I’attenuazione al secondo blocco (B) e in decibel, mentre la seconda
amplificazione (C), al terzo blocco, e indicata come un guadagno in
tensione.

Si procede portando i guadagni in potenza e tensione negli equivalenti in
decibel, per poi fare una semplice somma algebrica (G). Tale risultato,
evidentemente in decibel, puo essere riportato anche come un guadagno in
potenza.

Agzg = 10log (A) = 10log20 = 13dB
BdB = _50dB
Cqp = 20log (C) = 20dB

GdB =AdB+BdB+CdB = —17dB
G =105 = L 2 002
w — _50— )

Esercizio 3

Nella prima parte si chiede di valutare la resistenza in uscita Rntc di un
termistore NTC date le sue principali caratteristiche. Nella seconda parte il
sensore appena descritto viene inserito in un ponte di Wheatstone. Note la
tensione di alimentazione, il valore dei resistori e la loro posizione nel
ponte, si chiede di valutare la misura della resistenza incognita.
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11
Ryre = Roeﬂ(T_T_o)

Noto il modello é possibile calcolare la stima della resistenza cercata. Per la
sua incertezza occorre ipotizzare indipendenti Ro e f; note Uro € ug;

Uro<<Ro € ug<< g; finite e calcolabili le derivate parziali di Rntc rispetto a
Roe .

ORyrc\’ ORyrc\’
Upyre = J( NTC) uR02+< ”TC) u g2 = 0,013kQ

R, 2B
Ryre = (12,555 + 0,013)kQ

Si noti che la tensione di alimentazione del ponte e i valori di R1 ed Rz non
sono necessari alla soluzione del problema.

Compito 15 Dicembre 2011

Esercizio 1

Si chiede di valutare la misura indiretta di un volume noti altezza e raggio di
base, misurate con lo stesso strumento e quindi correlate tra loro. Di ogni
grandezza si conoscono alcune letture ripetute e [’accuratezza dello
strumento con il quale sono state rilevate. Si procede utilizzando il metodo
probabilistico per determinare stima e incertezza di categoria A di altezza e
raggio. lpotizzando poi i valori distribuiti in  maniera uniforme
dall’accuratezza si risale all’incertezza di categoria B, che andra sommata in
quadratura per ottenere 1’incertezza composta su entrambe le misure.

n
Zri = 1,582cm

=1

_ 1
r=-
n

~.

n
1 _
Uy, = mZ(ri — )2 = 0,012806cm
=



Soluzione agli esercizi proposti 207

a 01%() _
Uy, = = = 0,000913cm

U, = furAz + u,,2 = 0,012839cm

r = (1,582 + 0,013) cm
h = (7,990 + 0,012) cm

al
&

La fase successiva consiste nello stimare il volume V utilizzando la
relazione che lo lega ad altezza h e raggio r del cilindro in questione. Per
I’incertezza su tale stima occorre prima calcolare la covarianza, poi
ipotizzare le grandezze correlate, un e ur note, up<<h e u<<r, le derivate
parziali del volume rispetto ad altezza e raggio finite e calcolabili.

V =mnr*h =62,822cm3
1

n
Crn = —Z . —7)(h; —h) = 0,000095cm?
r.h n(n _ 1) izl(rl r)( 4 ) cm

2 2
U = ov u2+6_V u2+26_V a—VC = 1,092cm?
v or) T oh) " or)\on) ™M= 7

V = (62,822 + 1,092)cm?
V =62,822cm® + 1,74%

La covarianza e legata al coefficiente di correlazione tramite la seguente
relazione. Tale coefficiente & adimensionale e assume valore nullo per
grandezze indipendenti, mentre assume valori pari a +1 0 -1 in caso di
grandezze dipendenti.

p _ Cr,h
mh Uy Up
Esercizio 2

Una linea di trasmissione attenua di un certo fattore in potenza c=4.
Considerando che entrano nella linea alcune potenze espresse in dBm, si
chiede di calcolare I’uscita, sia in watt che in dBm. Si procede riportando
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dBm il fattore di attenuazione e lo si sottrae ad ogni potenza data. Le tre
nuove potenze attenuate si riportano poi in watt.

4
Clapm) = 10logﬁ = —4dBm
PiouTupmy = Prigpmy T €= T6—4 = 2dBm

Pl OUT(dBm)

P1 OUT(mW) = 10 10 = 1,59mW

P2 00T gpmy = —10dBm
P2 0uT gy = 0,1mW

P3 0ur gpmy = —24dBm
P3 our gy, = 0,004mW

Esercizio 3

Si chiede di stimare la misura del campo di induzione magnetica di un
sensore ad effetto Hall note le sue caratteristiche quali spessore, costante di
funzionamento k, tensione e corrente di controllo. Dal modello del sensore
si ricava I’incognita richiesta e si puo passare immediatamente alla stima di
essa, poiché sono tutti gia noti i1 dati necessari. Per I’incertezza ¢ necessario
prima ipotizzare indipendenti le grandezze in gioco, note le incertezze ue e
Ui, Ue<<E e ui<<lI, finite e calcolabili le derivate parziali del campo B
rispetto a tensione e corrente.

kBI
E =
_S
B=2S_r
LR
1) v (B wr = o01ar
e = \og) " T\ar) =

B = (1,000 + 0,014)T
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Compito 14 Settembre 2011

Esercizio 1

Si chiede di valutare la misura indiretta del parallelo di due resistori. Sono
noti i valori di resistenza rilevati con un multimetro diverso per ogni
resistore, aventi entrambi la stessa accuratezza data. Tale accuratezza é
legata al valore letto e al count. Si risale alla componente del count
osservando con quante cifre sono indicate le letture, mentre si ricava il
valore letto utilizzando il metodo probabilistico, che stimera il valore dei
resistori. L’incertezza su tale stima si ricava dall’accuratezza, ipotizzando la
distribuzione dei valori uniforme. Si procede alla stessa maniera per
entrambi i resistori.

n

— 1

R1 = ;z Rli = 1,582](9
i=1

n
1 —\2
Uy, = mZ(RAi ~ R’ =0,013k0
i=

_ R
a = (0,7% Ry + 2count) = (Flo 0,07 + 2(0,01)) = 0,031k

a
U, = 75 = 00180

= JuRlAZ g, 2 =0,022k0

R, = (1,582 + 0,022)kQ
R, = (7,990 + 0,045)kQ

uRl

Noti i valori dei resistori si puo passare adesso al parallelo. Ricordando il
modello che rappresenta appunto il parallelo di due resistori si pud ricavarne
stima ed incertezza. Per procedere al calcolo occorre prima porre le seguenti
condizioni: Ry ed Rz indipendenti; Urt € Ur2 Note; URi<<R:1 € Ur2<<R: ;
derivate parziali del parallelo rispetto alle singole resistenze, finite e
calcolabili.

Ry R;
Rp = = 1,321kQ
R, +R,
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ORp\° JRp
= [[=£ 2 4 (== 2 &~
Ug, \/(6R1> Ug, (6R2> ug,? = 0,015k0

Rp = (1,321 + 0,015)kQ

Si chiede infine di valutare lo stesso parallelo anche nel caso in cui le due
grandezze in gioco fossero correlate anziché indipendenti. Restano invariate
le restanti ipotesi ma occorre calcolare anche la covarianza.

1 _ _
Cip = m;@u — R1)(Ry; — R3) = 0,000095 (k2)?

ORp\* ORp\* dRp\ [ORp
= JE—— 2 —_ 2 _ ~
Urp J(am) U~ (ORZ) Ug,” +2 <0R1> <0R2> €12 = 0,016k

Ry = (1,321 4 0,016)kQ

Esercizio 2

Si chiede di valutare una misura indiretta di una corrente che attraversa un
resistore. Sono note alcune letture ripetute di potenza dissipata sul resistore
ed un'unica lettura di resistenza, realizzata con un multimetro digitale. Non
essendo note altre informazioni riguardo la potenza, si considera come unica
fonte d’incertezza quella di categoria A calcolata tramite metodo
probabilistico. Per la resistenza invece ¢ nota 1’accuratezza del multimetro,
legata all’unico valore letto disponibile e al count. Ipotizzando una
distribuzione uniforme dei valori si ricava I’incertezza.

n
1
_Z P; = 1016,30mW
n i=1
Up, = Up = n(n — 1)Z(P P)Z = 0,29mW

P = (1016,30 + 0,29)mW

_ R
a = (0,2%R + 1count) = (

0,2+ 1(1) | = 3,990
100~ " ()>
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a
uR:_ 3Q

2,
3
R = (1495 + 2,3)Q

IR

Per procedere al calcolo dell’incertezza sulla stima della corrente della
misura indiretta occorre fare le seguenti ipotesi: P ed R scorrelate; up e UR
note; up<<P e Ur<<R; derivate parziali di corrente rispetto a potenza e
resistenza finite e calcolabili.

- P
I = |==26073mA
R

2

2
Uu; = ﬂ u2+ﬂ ur?=0,042mA

1 =(26,073 £ 0,042)mA

Esercizio 3

Si misuri il valore efficace della tensione in uscita al giunto freddo di una
termocoppia ideale (b=0).

Dati i 5 valori rilevati riguardo la differenza di temperatura tra i giunti, la
relazione che li lega alla stima e la media aritmetica.

n
Z AT; = 101°C
i=1

L’incertezza assoluta su tale stima si calcola come radice della miglior stima
della varianza. E’ un incertezza di categoria A poiché dedotta, in mancanza
di altre informazioni, necessariamente attraverso valutazioni di tipo
statistico.

AT =

S|

n
1 —
= |[—— AT; — AT)? = 1,14°C
=

Il coefficiente di sensibilita « & noto ed affetto da incertezza, e corrisponde
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al coefficiente Seebeck tipico di questa coppia bimetallica. Entrambi i fattori
che compaiono del modello di questa termocoppia sono affetti da incertezza
quindi, per quello che riguarda la stima della tensione ai capi dei giunti, vale
la seguente equazione approssimata (termocoppia ideale).

AV = a(AT) + B(AT)? + o[(AT)?] = a(AT) = 4545uV
Mentre per quello che riguarda 1’incertezza occorre fare le dovute ipotesi
prima di passare al calcolo tramite derivate parziali. AT e a grandezze

indipendenti; u, e u,r note; derivate parziali di AV rispetto a AT e a,
sempre finite e calcolabili.

FINGG , . (0AV 2 ,
Upy = (W) Uy +(—) upr? = 508uV

OAT
AV = (4545 + 508) uV

Compito 13 Luglio 2011

Esercizio 1

Dall’equazione tipica del pendolo semplice si chiede di ricavare stima e
incertezza del valore dell’accelerazione di gravita dati periodo di
oscillazione e lunghezza del pendolo. Solo il valore di lunghezza ¢ affetto da
incertezza quindi e sufficiente ipotizzare tale incertezza u. nota, u.<<L e che
la derivata parziale dell’accelerazione rispetto alla lunghezza sia finita e
calcolabile.

_ 4AmiL m
G =—=9808—=
T2 s?

aG\* - m

Ug = (a) uy,s = 0,0885—2
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m
G = 9,81 + 0,09%
S

Esercizio 2

Si chiede di valutare il valore di un resistore campione misurato con un
multimetro numerico con sette cifre e mezzo, note alcune letture ripetute e
I’accuratezza dello strumento. Si procede utilizzando il metodo
probabilistico per individuare stima e incertezza di categoria A della
resistenza.

S|r

z R; = 1,00001050

n
R=
i=1
n
1 _ _
Ug, = ij(Ri —R)2=7,0710"°mQ
i=

L’accuratezza data ¢ composta da un valore fisso e da uno legato al count,
che puo essere dedotto da come sono indicate le letture. Dall’accuratezza si
ricava I’incertezza di categoria B, ipotizzando una distribuzione dei valori
uniforme.

a = £[0,0001 + 10(0,0000001)] = 0,101 mQ

a
— = 0,058 mQ)
HE]

Sono presenti inoltre altre due fonti di incertezza. La prima si riferisce al
termometro che monitora il bagno d’olio in cui ¢ immerso il resistore. La
seconda € una resistenza legata da una percentuale al valore nominale Rn
del campione. Si prenda quest’ultima in esame. Essendo proporzionale al
valore nominale del resistore risulta essere dimensionalmente uguale alle
incertezze di categoria A e B gia trovate e pud essere sommata in quadratura
con queste per determinare 1’incertezza composta della stima.

UR

U, = 0,002% Ry = 0,02mQ

Ug = \/uRAZ + u'RBZ + uRCZ = 0,061 m{)
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Questa non ¢ ancora l’incertezza definitiva. Occorre considerate anche
I’ultima fonte, non legata direttamente alla resistenza ma valutata come
percentuale della temperatura dell’olio. Questo significa che per poter essere
inserita nella valutazione finale ne dovra essere utilizzato il valore relativo.

ur = 0,001% T = 0,00023°C
wh = 0,00001
ul, = 0,000062

up,,, = Jur? +up? = 0,000062

UR,,e = 0,062 mQ

R = (1,0000105 £ 0,000062)%Q
R =1,000010580 %+ 0,0062%

Esercizio 3

Si valuti la tensione V1, con stima ed incertezza, relativa al potenziometro
rappresentato. Per quello che riguarda la descrizione del suo funzionamento
si rimanda al testo di riferimento. Sono noti la tensione di alimentazione V
relativa allo spostamento massimo Li+L> (valore di fondo scala) e lo
spostamento L relativo al valore incognito di tensione V1. Il potenziometro
é un dispositivo con cursore mobile e in questa configurazione fissa
funziona come un partitore di tensione. Il resistore che lo compone pud
essere visto come la somma di due resistori in serie sui quali vengono
prelevate due tensioni, che cambiano in base alla posizione del cursore di
prelievo. Essendo resistivita e sezione del conduttore la medesima per tutta
la sua lunghezza,il partitore pud essere riportato in funzione della
lunghezza, o meglio della posizione, alla quale viene effettuato il prelievo di
tensione.

V,=V Ry =V Ly
Y R, 4+R, L +1L,
pLy pL;

R, =", R, =—%
1 S 2 S

Per il calcolo dell’incertezza devono sempre essere descritte le condizioni
che la rendono calcolabile, ovvero uyv nota, uv<<V, la derivata parziale di
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V1 rispetto a V finita e calcolabile.

A
(W) u,? = 0,00024V

V; = (354,96 + 0,24)mV

Si faccia riferimento al libro di testo per la descrizione delle componenti
“soggettive” di incertezza.
Esercizio 4

Si chiede di indicare tensione efficace e continua applicata ad un resistore di
valore indicato nota anche la potenza su esso dissipata.

Vs = VPR =200 50 = 100V

In questo esercizio si chiede anche di definire alcuni termini e di spiegarne
la loro utilita. Per questa parte si rimanda al testo di riferimento.

Compito 16 Giugno 2011

Esercizio 1

Si vuole valutare la distanza tra due oggetti all’interno di un fluido tramite
sistema ad ultrasuoni con misura del tempo di volo. Si hanno a disposizione
una serie di misure di tale tempo, la velocita del suono nel fluido (con
incertezza) e inoltre si chiede di valutare il risultato finale considerando
anche un invecchiamento del sensore. Dalle misure di tempo di volo si
trovano stima ed incertezza attraverso metodo probabilistico. La distanza
richiesta viene dedotta del modello del sensore. Sono in gioco I’incertezza
sul tempo e quella sulla velocita, occorre ricordare le ipotesi necessarie al
calcolo dell’incertezza sulla distanza quali I’indipendenza di tempo e
velocita, uy e ur note, uy<<V e ui<<t, derivata parziale della distanza
rispetto a velocita e tempo finite e calcolabili.
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n

_ 1
t= —z t; = 200ms
n

i=1
n
= 1 Z(t t)? =184
T - L - oo
=1
Uyt
u; = = = (0,0092
[ = %
d
d=7vt=110m

2

2
Uy = @ u2+% u2 = 1,034m
d v ac) v T

Si tratta di una misura indiretta quindi per inserire nella valutazione finale
della distanza il fatto che il sensore e affetto da invecchiamento basta
mettere in quadratura le incertezze relative in gioco.

Ug

wy = -2 = 0,0094

' 2~ 000026

mmv

2 2
u(’u:\/ué +u;”+u

Ugy = Uy, d = 0,03m
d = (110,00 + 0,03)m

Per la descrizione del funzionamento del sensore e delle sue caratteristiche
metrologiche si rimanda al testo di riferimento.

Esercizio 2

Si chiede di determinare I’incertezza del rapporto di attenuazione k ottenuto
da un partitore di tensione, realizzato dalla serie di due resistori noti,
prelevando la tensione sul secondo resistore. Sono noti stima ed incertezza
dei due resistori R1 ed R2. Si procede ricavando il modello matematico che
realizza tale partitore e da esso il rapporto di attenuazione k. Nella serie di
due resistori scorre la stessa corrente | e la somma delle tensioni Vi e V2 sui
resistori e uguale alla tensione su tutta la serie Vs.
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VS = V1 +V2
Vl = Rll; V2 = Rzl
VS = Rll +R21 = I(Rl +R2)

R+ R,
V, =R, =R Vs
2= 72 2R, +R,
v R
k=—2=—"1
Ve R, +R,

Con la relazione che lega i due resistori a k si va a valutarne stima ed
incertezza. Per I’incertezza in particolare occorre ipotizzare indipendenti i
due valori di resistenza, note le loro incertezza ur: ed Urz, Uri<<Ry,
Ur2<<R2, e le derivate parziali di k rispetto ad Ry ed R finite e calcolabili.
R,
Ri+R,

ok\* . oky\?
Uy, = (a_Rl) Up, +(6_Rz) Ug,? = 0,00014

k = (0,01000 + 0,00014)

k=

= 0,01

Si chiede inoltre di valutare il solito rapporto di attenuazione anche nel caso
in cui si scambino i resistori.

k, = (0,99000 £+ 0,00014)

Per la descrizione dell’utilizzo degli attenuatori nel blocco di
condizionamento in un oscilloscopio numerico, si rimanda al testo di
riferimento.

Esercizio 3

Si chiede di valutare stima ed incertezza di una misura serie di misure
dirette di diametro. La misura é affetta da un contributo di incertezza dovuto
allo strumento ed ad un contributo dovuto alla temperatura. Si procede
trovando la stima della misura e la sua incertezza di categoria A. I
contributo di categoria B dovuto allo strumento e gia noto e dichiarato. Per
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trovare l’incertezza composta occorre mettere in quadratura non solo i
contributi di categoria A e B ma anche quello relativo alla temperatura.

SIP—‘

n
Z d; =10,0014mm
=1

i

j . —d)” = 0,00022mm

= |ug,? +uq,? + ur? = 0,0041mm

d = (10,0014 + 0,0041)mm

Esercizio 4

Questo esercizio consiste nella descrizione di una misura con multimetro
digitale, definizione delle caratteristiche metrologiche dello strumento e
spiegazione delle attivita svolte delle organizzazioni metrologiche. Si
rimanda per questo al testo di riferimento.

Compito 23 Febbraio 2011

Esercizio 1

Si chiede di valutare la stima dell’indice di rifrazione di un cristallo, nota la
sua caratteristica e il valore che assume I’angolo critico. In una seconda fase
si chiede di ripetere i calcoli con un altro valore dell’angolo. Per la
valutazione dell’incertezza s’ipotizzi nota ’incertezza ugsull’angolo, ug<<
0 e la derivata parziale dell’indice di rifrazione rispetto all’angolo finita e
calcolabile

1
n, = — =~ 1,55
senb,

ang\>
(—1) ug,? = 0,37

Un = 1\,

1
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n, = (1,55 + 0,37)
n, = 1,55 + 23,87%
n, = (1,28 + 0,01)
n, = 1,28 + 0,78%

Le due misure non sono compatibili poiché non hanno valori in comune,
infatti ny pax <Ny pn-

Esercizio 2

Si chiede di valutare indirettamente il volume di un prisma date alcune
letture ripetute della misura dei suoi lati e I’incertezza dello strumento con il
quale sono stati misurati. Si procede valutando stima ed incertezza di
categoria A, tramite metodo probabilistico, di ogni lato del prisma. In
assenza di altre indicazioni quella di categoria A ¢ ’unica fonte d’incertezza
presente. Valutate le misure dei tre fattori che compongono il modello del
volume si passa al calcolo della sua stima e relativa incertezza. Per fare
questo occorre ipotizzare indipendenti le misure dei tre lati; note ognuna
delle loro incertezze ua, Ub, Uc; Ua<<a, Up<<b, uc<<c; le derivate parziali del
volume rispetto ad ogni lato finite e calcolabili.

n
1
= —Z a; = 5,223mm
n

i=1

Ql

n

1 _

Ug, = mzl(ai — a)2 = 0,029mm
i=

Uy = /uaAz + uq,% = 0,036mm

a = (5,223 + 0,036)mm
b = (9,553 + 0,052)mm
¢ = (3,762 + 0,042)mm

V=abc=187,70mm3
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AN LA A 5
Uy = (%) U, +(%) Up +(%) U4 = 2,58mm

V = (187,70 + 2,58)mm3

Esercizio 3

Si chiede di calcolare la potenza dissipata su un resistore di valore noto,
utilizzando due diversi modelli con corrente e tensione noti. Sono a
disposizione due valori di corrente e due di tensione, € necessario quindi
trovare quattro potenze ed esprimerle sia in watt che in dBm.

P, = RI2 =20 mW

P 1mw)

10log = 13,01dBm

p 1aBm) — (mw)

P, = RI*> = 0,125 pW = 0,125 10™° mW
Psggmy = —99,03 dBm

V2
Py = — = 0,002 mW

P3ypm = —26,99 dBm

2

P—V = 3,2mW
4_R_’m

Ps apm = 5,05 dBm

Esercizio 4

In questo esercizio si chiede la descrizione di una misura ottenuta con una
bilancia a due piatti. Si rimanda al testo di riferimento per tale descrizione.
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Compito 26 Gennaio 2011

Esercizio 1

Si chiede di valutare stima e incertezza di una grandezza v noto il modello
che la caratterizza. Si procede indicando il modello per poi passare al
calcolo. Per I’incertezza ¢ necessario ipotizzare indipendenti le grandezze
che compaiono nel modello a, w e b; note le loro incertezza ua, Uw € Up;
Ua<<a, Uw<<w e Up<<b; finite e calcolabili le derivate parziali di v rispetto ad

ov\* 5 ov\° 5 ov\* 5
U, = (—) Ug +<%> Uy, +(%> up? = 0,101mm

Si chiede inoltre di determinare quale delle tre incertezze ¢ 1’unica non
trascurabile nella valutazione di v.

Se:

U, =0-u, =0,013
u, =0-u, =010

u.=0-u, =010

Per questo I'unica variabile che sostanzialmente influisce sull’incertezza di
vea.

Esercizio 2

Si chiede di valutare la misura indiretta di una resistenza data dal parallelo
di due resistori. Del primo resistore si conoscono una serie di letture di
resistenza eseguite con multimetro numerico di accuratezza nota. Del
secondo si ha a disposizione soltanto il certificato di taratura. Su tale
certificato vi € indicato il valore del resistore, la sua incertezza, piu
un’incertezza aggiuntiva legata al tempo che ¢ trascorso dall’ultima taratura.
Andando per ordine si procede nel calcolare, tramite metodo probabilistico,
il valore del primo resistore e la sua incertezza di categoria A. Per la
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categoria B occorre portare 1’accuratezza nota in incertezza ipotizzando i
valori distribuiti in maniera uniforme. L’incertezza composta si trova
mettendo in quadratura quella di categoria A e quella di categoria B.

n

1

R = EZ Ry, = 1,0823 kQ
i=1

n

1 —\2

g, = WZ(RH — ;)" = 0,00489 kQ
i=

a
tp,,, = 7= = 00063 k0
uR1 = \/uRlAZ + uRlBZ = 0,00797 kQ

R, = (1,0823 + 0,0080)kQ

Per il secondo resistore occorre prestare attenzione soprattutto all’incertezza
aggiuntiva. Il certificato e stato emesso a Dicembre 2009 mentre la misura
In questione ¢ stata eseguita a Gennaio 2011, dopo 13 mesi. L’incertezza
aggiuntiva consta di un 1% in piu per ogni mese che supera un anno dalla
data di taratura. Questo significa che fino a Dicembre 2010 la misura non &
affetta da questo tipo di incertezza ma lo diviene dopo, per un totale quindi
di 1 mese (da Dicembre 2010 a Gennaio 2011). Quindi occorre considerare
’1% in piu per 1 mese. Per chiarezza si indichera con UR,, .. I’incertezza

relativa alla taratura e con ug,  quella inerente all” “invecchiamento” del
certificato.

U, = \/u'Rsz + g, 7 =0,0141
uRZ = uIRZ R_Z = 14,14 .Q.

Noti stima e incertezza per entrambi i resistori si puo passare al calcolo del
loro parallelo. La stima si trova utilizzando il tipico modello del parallelo.
Per I’incertezza occorre ipotizzare indipendenti 1 due valori di resistenza;
note le loro incertezze ur: € Urz; UrR1<<R1 e Ur2<<Ry; finite e calcolabili le
derivate parziali del parallelo Rp rispetto a R1 e Ro.

R, = (1,0823 + 0,0080)kQ
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R, = (1000 + 14,14)Q

R R,
"R+ R

dRp ORp\*
e j (a_Rl) ur? + (5pt) et = 420

Rp = (519,8 + 4,2)Q
Rp = 0,52 kQ + 8%)

Esercizio 3

Di un determinato componente viene fornita una tabella che indica il tempo
di rottura in giorni legato alle varie temperature di utilizzo. Si chiede di
determinare covarianza e coefficiente di correlazione. Successivamente
anche di tracciare un grafico che rappresenti il legame tra le grandezze
tabellate. Si procede calcolando stima ed incertezza di categoria A, tramite
metodo probabilistico, sia della temperatura C che del tempo T. In assenza
di altre informazioni quella di categoria A ¢ I'unica incertezza presente.

n
-1
C=—ZCi=300°C
n.

n
1 -
Uc, = Uc = mzl(cl — C)Z = 22,82°C

n
_ 1
T = EZ T; = 582,89 [giorni]

i=1

uT :uT:

A

n

1 _

mzl(Tl — T)Z = 32,34 [giOT‘Tli]
=

Adesso utilizzando le opportune relazioni si trovano covarianza e
coefficiente di correlazione.
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n
1 _ _
=—E — )T, = T) = —726,04
Cer (= 1)i=1(Cl C)XT;—T) 6,0

Di seguito il grafico che lega le temperature (°C) al tempo di rottura
(giorni).

Scatterplot of Temperature (°C) vs Tempo di rottura (giorni)
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Esercizio 4

Si chiede di definire il Sl, le ragioni della sua esistenza e alcune nozioni
riguardo ai campioni primari. Per questo esercizio si rimanda al testo di
riferimento.
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Compito 15 Dicembre 2010

Esercizio 1

Si chiede di valutare la misura di resistenza allo strappo di un cavo
composto da un certo numero di fili paralleli, utilizzando due metodi. Sono
noti stima ed incertezza della resistenza di ogni filo che compone il cavo.

Primo metodo di risoluzione.

Si chiede di valutare la resistenza totale come somma delle singole
resistenze. Espresso il modello si ricava la stima; per I’incertezza occorre
ipotizzare indipendenti tra loro le resistenze dei fili, note tutte le incertezza
dei singoli cavi uri, che ogni incertezza sia molto minore della rispettiva
stima uri<<ri, e che le derivate parziali della somma rispetto alle singole
resistenze siano finite e calcolabili.

12
= =Zri = 71600 N

i=1

12 2

or
Uy, = z (a_:) Uy, 2 = 107,70N

i=1
rr = (71600,00 + 107,70)N
7} = 71600N + 0,15%

Secondo metodo di risoluzione.

Si chiede di valutare la resistenza totale come prodotto del filo piu debole rq
per il numero di fili totali di cui e composto il cavo. Come nel caso
precedente, espresso il modello, si ricava la stima; per I’incertezza occorre
ipotizzare indipendenti tra loro le resistenze dei fili, note tutte le incertezza
dei singoli cavi uri, che ogni incertezza sia molto minore della rispettiva
stima uri<<ri, e che le derivate parziali della somma rispetto alle singole
resistenze siano finite e calcolabili.

7r =12 173 = 12(5700) = 68400 N
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rr = (68400 + 360)N
rh = 68400N + 0,53%

Esercizio 2

Si chiede di valutare la misura dell’accelerazione di un carrello lungo un
piano inclinato, noti modello, la lunghezza del piano ed alcune letture
ripetute del tempo impiegato dal carrello a scendere. Inoltre & nota
I’incertezza dello strumento con il quale ¢ stata misurata la lunghezza. Si
procede calcolando stima ed incertezza di categoria A della misura del
tempo, tramite metodo probabilistico. In assenza di altre informazioni
questa ¢ l'unica fonte di incertezza per quello che riguarda il tempo.
Essendo gida note tutte le informazioni necessarie riguardo anche alla
lunghezza si pud poi passare a valutare direttamente 1’accelerazione. Per la
stima si utilizza il modello dato, per l’incertezza occorre ipotizzare le
grandezze indipendenti, note le loro incertezze uj e ut, ui<<l e u<<t, finite e
calcolabili le derivate parziali dell’accelerazione rispetto a tempo e spazio
(lunghezza).

n

1
tz—Zti=3,7OS
n

i=1

n
1
Up, = = mZ(ti — 52 =0058s
i=

u; =0,005m
_ 21 m
a=E—2:O,735—2

da\> 5 da 5 m
Uy = (a) U; +<E> U 50,0235—2

m
a = (0,730 + 0,023) —
m S
a=073—+311%
S

L’incertezza nella misura del tempo € preponderante rispetto a quella dello
spazio, di un ordine di grandezza. Come si nota dalle espressioni seguenti.
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u'y = 0,02
u'; = 0,001

Per fare in modo di ottenere lo stesso ordine di grandezza occorre eseguire
almeno 8 letture. Di seguito il ragionamento che porta a tale conclusione.

Partendo dall’espressione dell’incertezza si eleva al quadrato entrambi i
membri.

\/n(n 1)2?1“ £)?

U
w, =2 ~ 0,058
t t
n
0 0582 _ ( 1) Zl 1(t _)
0,0582 = 1)2@ — P2

Imponendo n =5 letture ricavo il termine della sommatoria.

0,0582 £2 [n(n — 1)] = Z(ti _ )2
i=1

n
0,0582 £2 [5(5 — 1)] = Z(ti — B2 =0,921s?

i=1

Tale termine rimarra sempre lo stesso, qualunque sia il numero di letture,
ipotizzando che tutte queste nel loro insieme abbiano sempre la stessa
distribuzione.

Imponendo adesso n = 8 letture e ricalcolando I’incertezza relativa si trova
un valore dello stesso ordine di grandezza di u';.

\/n(n—nz’fl“ 2 J8<8 1y 0921
t 3,702

l
t—

= 0,0026
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Esercizio 3

Per la descrizione del procedimento conoscitivo sperimentale e del perché si
misura, si rimanda al testo di riferimento.

Esercizio 4

Per la definizione dei termini richiesti in questo esercizio si rimanda al testo
di riferimento.

Compito 4 Novembre 2010

Esercizio 1

Si chiede di valutare alcune misure indirette noti i modelli delle grandezze
in gioco, le loro stime e le loro incertezze. Nel calcolo dell’incertezza
occorre ipotizzare indipendenti le grandezze, note le loro incertezze, che
ogni incertezza risulti molto minore della rispettiva stima, e che le derivate
parziali della funzione del modello rispetto alle singole grandezze siano
finite e calcolabili.

_ = AU\> AU\?
a)U = X\/? = 15,81; uy = j(—) uy? + (—) uy? = 0,032; uy

= 0,002

2Y
b)U = \/—7; U = (500,00 + 47,17 ); U = 500 + 0,094%
A)U=X2+Y%U = (125,04 10,2); U = 125 + 0,082%
Esercizio 2

Si chiede di stimare la misura di un diametro note alcune letture ripetute,
I’accuratezza dello strumento e la presenza di un’ulteriore fonte di
incertezza legata alla temperatura. Tramite metodo probabilistico e possibile
calcolare stima ed incertezza di categoria A del diametro cercato.
L’incertezza di categoria B si ricava dall’accuratezza dello strumento, una
distribuzione dei valori uniforme. L’altra incertezza ¢ legata alla
temperatura di lavoro, ed aumenta per ogni grado centigrado all’infuori del
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range di lavoro standard indicato. Le tre incertezze trovate hanno tutte la
stessa dimensione e possono essere sommate in quadratura tra loro per
ottenere l’incertezza composta, necessaria alla valutazione della misura
chiesta.

n
1 2
Ug, = mZ(dl - d) = 0,12mm
l=

a 01%(d)+0,1

V3
ur = 0,01[0,01(40 — 30)] = 0,1mm

Upy = = (0,13mm

P

Ug = \/urAz + up 24 ur? = 0,2mm

d = (120,6 + 0,2)mm
d = 120,6mm + 0,17%

Esercizio 3
In questo esercizio si chiede di descrivere una misura effettuata attraverso

metodo voltamperometrico e con ponte di Wheatstone. Per lo svolgimento si
rimanda al testo di riferimento.

Esercizio 4

metrologia. Per lo svolgimento si rimanda al testo di riferimento.



